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Au recto, un exercice sur les suites récurrentes et les suites de fonctions.
Au verso, une preuve d’un théorème hors programme, le théorème de Dunford.

Exercice 1.

1. Soient un réel x ∈ [0, 1] et la suite (un)n∈N définie par

u0 = 0 et un+1 = un +
x− u2

n

2
.

Montrer que, pour chaque n ∈ N, un ∈ [0, 1].

2. Montrer que la suite (un) converge et déterminer sa limite ℓ.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N∗,

0 ≤ ℓ− un+1 ≤ (ℓ− un) ·
(
1− x

2

)
.

4. Montrer que, pour tout n ∈ N,
0 ≤ ℓ− un ≤ ℓ ·

(
1− x

2

)n

.

5. Montrer que, pour tout n ∈ N,

0 ≤ ℓ− un ≤ Mn où Mn =

√
2

1 + 2n

(
1− 1

1 + 2n

)n

.

6. Soit la suite des fonctions fn définies, pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0, 1] par

f0(x) = 0 et fn+1(x) = fn(x) +
x− f2

n(x)

2
.

Montrer que la suite de fonctions (fn)n∈N converge simplement sur l’intervalle [0, 1].

Vers quelle fonction f ?

7. Montrer que la convergence de la suite (fn) est uniforme sur [0, 1].




