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FEUuUILLE DE T.D. N7

Séries de fonctions

Exercice 1. Soient l'intervalle I =]1,+o0[ et, pour chaque k € N* et
chaque = € I,

B (_1)k—1

- In(k-x2)”

1. Montrer que la série de fonctions Y fi converge simplement sur [.

fe()

2. Soient, pour chaque n € N* et chaque = € I,

o0

S@) = frlx) , Sul@)=) frlx) et Ru(z)= Y fulo).
k=1 k=1

k=n-+1

Montrer que la fonction S est continue sur I.

3. Etudier, de deux manieres, lim S(z).
xr— 400

4. Montrer que la fonction S est dérivable sur I. La fonction S est-elle
(strictement) (dé)croissante sur I ?

Exercice 2. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie sur R par

1
n? 4+ 22’

fu(z) =

1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge sur R : normale-
ment ? uniformément ? simplement 7

2. Soit x # 0. Montrer que les intégrales

+o0 1 +o0 1
/ aradt et / ot
0 t*+x 1 t°+x

sont convergentes et les calculer.

3. Soit, pour tout z € R, S(x) = Z fn(z). Montrer que
n=1

™

S(x)

~ .
x—+o0 2%

4. Montrer que la fonction S est de classe C! sur R.

Exercice 3. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie, pour tout

x € [0, 400, par
x

vn(x+n)
1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur
[0, +o00].

2. Etudier sup |f,|. La convergence de la série de fonctions > f,
[0,400]
est-elle normale sur [0, +-o00[?

fn($> =

3. Soit, pour tout = € [0,4o0[, S(x) = an(x) Montrer que la
n=1

fonction S est de classe C! sur [0, +o0].
4. Montrer que la fonction S est croissante sur [0, +00].
5. Soient un entier n > 1 et un réel a > n. Montrer que

n

S(a) > Zﬁ

k=1

6. En déduire lim S(x).

Tr—+o0

7. Montrer que S(z) = 9 (x).
o0

8. En utilisant le théoreme de la double limite, montrer que la conver-
gence de la série Y f,, n’est pas uniforme sur [0, +o00].



Exercice 4 (tiré de CCP Maths 1 MP 2015). Exercice 6 (LA FONCTION ZETA DE RIEMANN). Soit, pour chaque n € N*,

la foncti

Soit, pour tout n € N* et pour tout x €]0, +o00|, fn(x) = e "% —2e =212, a fonction 1
In i RoOR 2z —.

1. Soit n € N* : montrer que la fonction f, est intégrable sur ]0, +oo] n

et calculer l'intégrale f0+°° fn(x) da. 1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur

kM J—
2. Montrer que la série de fonctions > f,, converge simplement sur Pintervalle I = 1, +oo[.

10, +o0l.

[ee]
Calculer, pour chaque réel = strictement positif, S(x) = Z fn(x).
n=1

Montrer que I'intégrale impropre f0+°° S(z) dx est convergente et la

. Soit @ > 1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge norma-

lement sur [a, +00].

. Calculer sup | f,, ()| pour chaque n € N*. Montrer que la convergence
el

de la série de fonctions Y f,, n’est pas normale sur I'intervalle I.

calculer. 4. En utilisant le théoreme de la double limite, montrer que la conver-

3. En déduire, sans aucun calcul, la nature de la série f0+oo | fu ()] da. gence de la série de fonctions ) f,, n’est pas uniforme sur I.
o0

1
5. Montrer que la fonction ¢ : x — Z — est définie et continue sur I.
n
n=1
Exercice 5. Soient une suite numérique (¢, )nen telle que la série Y ¢, 6. Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur I et que
converge absolument et, pour chaque n € N, la fonction -
Inn
m veel, {'(z)=— —.
fo i RoR, b cny. i

1. Soit un réel a > 0. Montrer que la série numérique > % est conver- 7. EEmUtél(IZ?ri lle> Zl)](io;e:lrlllerDel.la double limite, montrer que

gente et en déduire que la série de fonctions Y f,, converge normale- 400
ment sur [—a, +al.

o0
2. Montrer que la fonction f:t — Zf n(t) est définie et continue sur R. Exercice 7 (théoreme de la convergence dominée). Soit f une fonction
n=0 continue par morceaux et intégrable sur Uintervalle ]0, 1[. Pour chaque
3. Montrer que, pour chaque n € N, lintégrale généralisée n € N, pour tout t €]0, 1[, on note
+oo yn
/ —'e_t dt est convergente et la calculer.
0 n:

. fut) = (“1)""f(t) et Sa(t)=_ fu(t).
4. Montrer que l'intégrale / f(t)e " dt est convergente et qu’elle k=0
0 1. Montrer que : Vn € N, Vt €]0,1], |Sn(t)] < |£(¢)].

[ee]
est égale a Z ¢, > théoréme 16.

i 2. En déduire que 1f(t)dt—i/lf(t)azze
n= . edu qu ; 11t _n:OO n .




