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Suites de fonctions
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Exercice 1. Soit, pour chaque n € N, la fonction

fn o [0,400[—= R, xHArctan(x—i_n).
14+ nx

1. Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen converge simplement sur [0, +o0o[. Vers quelle fonction f?

2. La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme sur [0, +o00[?

1. Siz =0, alors f,(0) = Arctan(n) — Z.

n—oo 2
Siz >0, alors fn(z) — Arctani = 5 — Arctan(z).
n—oo z
Donc, pour tout « € [0, +o0[, fn(z) —> f(z) = § — Arctan(z) et cette fonction f est continue.
n—oo
2. La fonction g, = f — frn est dérivable et, pour tout z >0 :

—2(1 + 2nzx + x2)
[(+n)?+ (1 +n2)?](1+22)

1
gn(x) = Arctan ( +on
T+n

) — Arctan(z) et gL(z)=/---/=

d’ou le tableau des variations :

T 0 400

9n(2) -

Arctan%

gn(x) N
—Arctan
1.

. 1 1 1
Dot  sup |gn(x)| = max | |Arctan—|, |—Arctan—| | = Arctan— — 0.
z€[0,+00[ n n n n—oo

Donc la suite de fonctions (fr) converge uniformément sur [0, +oo] vers f.

Exercice 2. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie par :

1_’_w2n+1

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R. Vers quelle fonction f ? Représenter
graphiquement cette fonction f.

2. La convergence est-elle uniforme sur R?
3. Montrer que, pour tous n € N* et z €]1, +00] :
r—1 1
x2 —1 = 2n’
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4. La convergence de (f,,) vers f est-elle uniforme sur |1, +oo[?

5. Montrer que la convergence de la suite (f,,) est uniforme sur [0, 1].

1. Si|z| > 1, alors fn(x) LT Si|z| < 1, alors fn(z) T 1. Si x = —1, alors fr(—1) =0 = 0. Si z = 1, alors

fn(l) =1 — 1. La suite de fonctions (f,) converge donc simplement vers la fonction
n—o0

f R=R z—zsiz<—-1,0siz=—-1,1si —1<z<1, xsiz>1.

2. La convergence n’est pas uniforme sur R car les fonctions f, sont continues sur R mais f n’est pas continue en —1.
3. Pour tout z €]1, +o0f,

r—1 < Z- 1 1
1+a22n ~z2n -1 1+4z+---fa2n1

0< @)~ fulz) = Sﬁ'

4. La question précédente montre que ﬁ est un majorant de la fonction |fr, — f|. Or le sup est le plus petit majorant. D’ol

1

0 < sup |f— fn] < —. D’aprés le théoreme des gendarmes, sup |f — fn| — 0. Donc la suite de fonctions (fr)
11, +oo] 2n J1,+00] noee

converge uniformément vers f sur |1, 4+o00[.

5. Pour tout z € [0,1],

z2(1 —x) _ 2?"(1—x) x2n 1
0< — = < <
< f(@) = ful2) 14+227n = 1—22" ~— 14+x+---+227n"1 = 2pn
22 Osizx=0 1 1
_ 1 . 2 PR .
car = : . Or ne dépend pas de z. D’ou s — < car
1+z+4---+a2n-1 on—1 Smon 2n P P OHF‘f fnl < n
%_’_%_’_4_ z = [0,1]
xém xem xm

le sup est le plus petit des majorants. De plus, — —— 0. D’ol sup|f — fn| — 0 d’apres le théoréme des gendarmes.
2n n—oo [0,1] n—o0o

Donc la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice 3. Soit, pour chaque n € N, la fonction f,, définie, pour tout z € R, par :

fa(z) =n(1 — )" sin (gx) .

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 2] ; vers quelle fonction f?

2. Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment [1 — b, 1+ b] (ou b €]0, 1[) inclus dans |0, 2[.



FIGURE 1 — LA SUITE DES FONCTIONS f, : @ + n(l — z)"sin (3z).

3. La convergence est-elle uniforme sur 10, 2[?

. Etudier la limite, quand n tend vers oo, de la suite f02 fn(x)da.

. Siz=0o0uz=2,alors fr(z) =0 — 0. Si z €]0,2], alors |fn(z)| < n|l —z|™ = exp (In(n) + nln|l — z|) — 0 car
n (oo} n (oo}

0 < |1 —«| < 1. Donc la suite (f,) converge simplement sur [0, 2] vers la fonction nulle f : [0,2] = R, =+ 0.

. Soit b €]0, 1[. Pour tout © € [1 —b,1 4], |fn(z) — f(z)] < nb™, dot  sup |fn — f| <nb™ — 0. D’ou la convergence

[1—b,14b] n—roo

est uniforme sur tout segment [1 — b, 1+ b], olt b €]0, 1], donc aussi sur tout segment inclus dans ]0, 2[.

. Pour chaque n € N*, % €]0,2[ et \fn(%) - f(%)\ =n|l— %|" sin g = . D’olt ]S(}lg |fn — f| ne tend pas vers 0 quand

n tend vers oco. Donc la convergence n’est pas uniforme sur |0, 2[.

. On vérifie, par le calcul, ce que suggere le graphique : |f(1 — ¢)| = |fn(1 + )| pour tout t €]0,1[. On en déduit que
sup | fn| = sup |fn|. Or, pour tout z € [0,1], 0 < fn(z) < n(l — )" Tz = gn(x). On étudie les variations de la fonction gn
(0,2] (0,1]

sur [0, 1] : son maximum est gn( =T n_(1—- 1)< T Don

1
n+1) T 2n+1 n+l/ =2
théoréme de la convergence dominée pour montrer que f02 fn(z)de — f()Z f(z)dx = 0.
n— o0

fn(2)] £ 5 pour tout = € [0, 2]. Puis on applique le



