Chapitre IX Séries entieres
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DEFINITION 1
Une série de fonctions Y f,, est appelée une série entiére s'il existe une suite de réels a,, tels que

YneN, Ve eR, f.(x)=a,z".

Le tableau suivant résume quelques formules qui seront établies dans ce chapitre.

Série entiere a connaltre Rayon de convergence
1 o
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La derniere formule du tableau est valable pour toute puissance réelle a constante. Si o € N, alors les

coefficients aj sont égaux aux coefficients binomiaux (Z‘) pour chaque k € [0, ] et sont nuls & partir du

rang « + 1. Dans le cas ou o = —1, on retrouve la deuxiéme formule du tableau.

EXERCICE 2 — En wutilisant la derniére formule du tableau, montrer que :

1 1 3 = [2k k
Vo €] — 1,+1], ﬁ=1+2x+8x2+-~-=1+2(k>(z>.
k=1 "
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CHAPITRE IX. SERIES ENTIERES

IX.1 RAYON DE CONVERGENCE

LEMME 3 (Lemme d’Abel)
Soit un réel zy > 0. Si la suite (a,z{}) est bornée, alors la série > a,z™ converge absolument pour tout réel
x €] — o, +xo[.

Preuve — Si la suite (anx{}) est bornée, alors la suite |anz{}| possede un majorant M : pour tout x réel, |anz™| < M <%)

n
Si |z| < |zol, alors la série > (%) converge (c’est une série géométrique de raison strictement inférieure a 1), donc la

série Y |anx™| converge aussi. |

Ce lemme permet de répondre en partie & la question : pour quelles valeurs du réel x la série > a, 2"
converge-t-elle 7 La réponse est donnée par le théoreme suivant et résumée sur la figure ci-dessous.

THEOREME-DEFINITION 4
Soit > a,x™ une série entiere. |l existe un unique R € Ry U {+o0} tel que :

— si |z| < R, alors la série > a,x™ converge absolument ;
— si |z| > R, alors la série > a,z™ diverge grossiérement.

R est appelé le rayon de convergence de la série entiére et est égal a sup {r € R | la suite a, ™ est bornée}.

? ?
dv grossiere / cv absolue / dv grossiere
R +R x

F1GURE IX.1 — Convergence absolue et divergence grossiere

Preuve — L’ensemble des réels r > 0 tels que la suite (anr™) est bornée est un intervalle I contenant au moins 0. Soit R la
borne sup de I. Alors R € Ry U {4o0}.

lz| + R

Si |z| < R, alors soit zg = : la suite (anxf) est bornée car 0 < zg < R. Donc (lemme d’Abel) la série ) anz™

converge absolument car |z| < |zo|.

Si |z| > R, alors la suite (anx™) n’est pas bornée, d’ou elle ne tend pas vers zéro, donc la série > apx™ diverge

grossierement. O

REMARQUE 5 —

R = sup {r eRy |la série Y a,r™ converge} = sup {r € Ry | la série Y |a,r™| converge}
= sup {r e Ry | la suite a,r™ est bornée} = sup {r e Ry | la suite a,r™ tend vers 0} .

Le cas ou R = oo signifie : La série entiere converge absolument pour tout z € R.

EXEMPLE 6 — Pour quelles valeurs de x la série entiére %7,1 converge-t-elle ?
— Siz =0, alors la série converge vers 1;

n

— Six #0, alors soit uy, = Ty - % = n‘%rll e 0<1, d’ot (critére de D’Alembert) la série Y uy,
converge absolument.

. Y n
Donc la série entiére Y %, converge pour tout x € R et son rayon de convergence est R = +00.

Le cas o R = 0 signifie : La série entiere converge pour z = 0 et diverge pour tout x # 0.

EXEMPLE 7 — Pour quelles valeurs de x la série entiére Y n"a™ converge-t-elle ¢
— Sixz =0, alors la série converge vers 0 ;
— Six#0, alors soit u, = n"z" = (nz)". A partir d’un certain rang, n|lz| > 2, d’ot |nz|" = oo,
d’ot la suite u,, ne tend pas vers zéro, d’ot la série Y u, diverge grossiérement.

Donc la série entiére > n™z™ ne converge qu’en 0 et son rayon de convergence est R = 0.
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IX.2. CONVERGENCE NORMALE ET CONTINUITE

Dans le cas o R €]0,+00[ : le théoréme 4 ne dit rien sur la convergence aux bords de l'intervalle de
convergence. Il y a trois cas possibles :

a) La série entiére peut diverger aux deux bords.

EXEMPLE 8 — Pour quelles valeurs de x la série entiére Y x™ converge-t-elle ?
— Si|x| > 1, alors la suite ™ ne tend pas vers zéro, donc la série > x™ diverge (grossiérement) ;

— Si|z| <1, alors la série Y |x|™ converge (car c’est une série géométrique de raison |x| < 1), d’ot la
série Y. x™ converge absolument.

Donc le rayon de convergence de la série entiere Y a™ est R = 1. Mieux : cette série converge sur
Uintervalle | — 1, +1[ et diverge ailleurs.

b) La série entiére peut converger & un bord et diverger & autre bord.

EXEMPLE 9 — Pour quelles valeurs de x la série entiére %ﬂ converge-t-elle ?

Cette série entiére :
— diverge si x =1 car la série Y % diverge, d’ou R <1;
(71)71

3

m

— converge si x = —1 car y converge (théoréme des séries alternées), d’ot R > 1.

Donc le rayon de convergence de la série entiére » % est R = 1. Mieuz : cette série converge sur
Uintervalle [—1,+1[ et diverge ailleurs.

c¢) La série entiere peut converger aux deux bords.

EXEMPLE 10 — Pour quelles valeurs de x la série entiére fTZ converge-t-elle ?

| ‘n

. . . . N .. n .
— Si |xz| > 1, alors la suite “=ne tend pas vers zéro (pourquoi?) , d’ot la série ) Ly diverge
grossierement, d’ou R < 1.

— Les séries > 25 et Y C® convergent, d'ou R > 1.

n2

Donc le rayon de convergence de la série entiére i—g est R = 1. Mieux : la série converge sur lintervalle
[—1,+1] et diverge ailleurs.

PROPOSITION 11 1. Si a partir d'un certain rang |a,| < |b,|, alors Ry > Rp.
2. Sia, = O(by,), alors R, > Ry.
3. Sia, ~b,, alors R, = Ry.

Preuve —
1. lanz™| < |bpz™|, d’ol : si la suite (bpz™) est bornée, alors la suite (anpz™) aussi. Donc Ry < Rq.

2. Sian = O(bn), alors il existe M € Ry tel que, & partir d’un certain rang, |an| < M|b,|. Or la série entiere Y Mbya™
a le méme rayon de convergence que la série entiere Y by,z™, donc Ry < Rg.

3. Siap ~ by, alors ap = O(bn) et by, = O(an), Aol Rq > Ry et Ry > Ryq.
]

p , L . n!
EXERCICE 12 — Déterminer le rayon de convergence des séries enticres 3 e“*(™ g™ et S ——— g™,

921 /(2n)!

IX.2 CONVERGENCE NORMALE ET CONTINUITE

THEOREME 13
Soit > a,x™ une série entiére et R son rayon de convergence.

1. La série entiere converge normalement (donc uniformément) sur tout segment inclus dans | — R, +R].
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CHAPITRE IX. SERIES ENTIERES

oo
2. La somme z — E anx™ est une fonction continue sur l'intervalle ouvert | — R, +R].

n=0

Preuve —

1. Soient un segment [o, 8] C] — R, +R][ et r = max(|af, |3]). Pour tout z € [«, ], |anz™| < |anr™|. Et la série Y |anr™|
converge car r appartient a I'intervalle de convergence | — R, +R[. Donc la série entiére converge normalement sur

[a, B].

2. Soit fn :  +— anz™. Chaque fonction f, est continue sur R, donc sur [a, 8], et la série de fonctions Y fn converge
o o]

uniformément sur [o, 8], donc (théoréme VII.9) la somme x — Z fn(z) est aussi continue sur [e, A].
n=0
La somme est continue sur tout segment [a, b] C] — R, +R[, donc la somme est continue sur l'intervalle ouvert | — R, +R|.

O

? . ?
dv grossicre \ cv absolue et continuité / dv grossiere

L 1
-R cv normale +R T

FiGure IX.2 — Convergence normale, convergence absolue et divergence grossiere

Le théoréme suivant (que nous admettons) renseigne sur la continuité (de la somme) & un bord de
I'intervalle de convergence (de la série entiere).

THEOREME 14 (d’Abel radial)
Soit une série entiére > a,z™ de rayon de convergence R > 0. Si la série numérique Y a,, R™ converge,
o0

oo

n n

alors E anpx” —> a, R™.
n=0

IX.3 INTEGRER

THEOREME 15
Soit R le rayon de convergence d'une série entiére > a,z".

1. Le rayon de convergence de la série entiere > %x"“ est aussi égal a R.

2. Vz€l-R,+R[, Y n?fﬂﬂ :/O > ant™ | dt.
n=0 n=0

Ce théoreme dit que : on peut intégrer terme a terme une série entiére sans changer son rayon de
convergence.

Preuve —

1. Soit r le rayon de convergence de la série entiére %x"*l.

* > Rcar: |2 gt < ag||z|? Tt < 2| - |anz™|.

n+1
Si |z| < R, alors Y |anx™| converge, d’out \;—Lz”+1| converge, d’ou |z| < r, donc r > R.

** p < Rcar:si|z| <7, alors il existe un réel y tel que |z| <y < r.

3 1 n 1 ™ 1 R
D’ott |anz™| = v ;—Hy’”' ) - [(nJr 1) % ] — 5 +0-0,d’ot |z| < R, donc r < R.
Donc r = R.
2. D’apres le théoreme 13, la série entiere converge normalement, donc uniformément, sur le segment [0, z][ (ou [z, 0] si

T oo
z < 0), d’ou (théoréme VII.14) on peut intervertir / et Z
0 n=0
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IX.4. DERIVER

EXEMPLE 16 — * Le rayon de convergence de la série entiére > (—1)"z* est R=1;
o0
1
2\n _

** et, pour tout x €] — 1, +1], Z(fx "= a2
n=0

D’ou :

x2n+1
* le rayon de convergence de la série entiére Z(—l)”2 1 est aussi R=1;
n

St x2n+1

** et, pour tout x €] — 1, +1], 7;](—1)"271 1= arctan(zx).

De méme, pour tout x €] — 1,+1],

- n—1 z"
(-1 — =In(1+ ).
n
n=1
EXERCICE 17 — Montrer que :
o0 oo
(—1)" 11 1 5 (—1)" 11 1
S t T oS4 oS4 =n(2).
nz:;)QnJrl TR A S n;nﬂ 2 371" 2(2)

IX.4 DERIVER

THEOREME 18
Soit R le rayon de convergence d'une série entiére > a,z".

1. Le rayon de convergence de la série entiere > na, "1 est aussi égal a R.

oo d oo
2.V —R,+R pat Tl = — nx’ .
z €] ,+R], ;na x - <Za T >

n=0

3. Lasomme f :] - R,+R[— R, z— Zan:c" est de classe C™ et

n=0

vneN, a,=

Ce théoreme dit que : on peut dériver terme a terme une série entiere sans changer son rayon de
convergence.
Preuve —

1. Si on intégre terme & terme > nan 2™, alors on obtient > anz™, d’oul (théoréme 15) ces deux séries entieres ont le
méme rayon de convergence.

x
2. Soient, pour tout z €] — R, +R[, F(z) = Y anz™ et f(z) = > nan, z" 1. D’aprés le théoreme 15, F(z) = / f(t)dt.
0

De plus, f est continue (théoréme 13), donc F’ = f.

3. Par récurrence.

O
, . L . n+5
EXERCICE 19 — Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére > —————a" et
(n+1)(n+2)
calculer la somme i n—”x" our tout x €] — R, +R|
m+Dnr2" 7 T

n=0
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CHAPITRE IX. SERIES ENTIERES

EXEMPLE 20 (Séries entieres & équations différentielles) —

1. La fonction exponentielle est définie par

" z? s
. T *
exp: R—=R, 2 — e —E 5_1-1-;5-5-74_?4_..._ (*)
n=0

D’apreés Uexemple 0, le rayon de convergence de la série entiére » % est +o0, d’ou exp est bien
définie sur tout R. D’aprés le théoréme 185, on peut dériver terme a terme la série entiére sans
changer son rayon de convergence, d’ot : exp est dérivable sur R et, pour tout x €] — 0o, +00],
d%e”” = e%. En outre e¥ = 1 d’aprés (x). L’exponentielle est donc l'unique solution de I’équation

différentielle y'(x) = y(x) vérifiant la condition initiale y(0) = 1.

2. Soient un réel a et, pour chaque n € N, un coefficient a,, défini par

ala—1)...(a—n+1)

st > 0.
n!

a=1 et a,=

Le rayon de convergence de la série entiére Y anxy est 1 car (critére de D’Alembert) :

1

a—n ap1z™"

—ay, dou
n+1

Ap+1 =

n—oo

+oo
— — |z|. Soit, pour chaque x €] — 1,+1[, f(z) = Z anx"”.
an
n=0

D’apres le théoréme 18, on peut dériver terme a terme la série entiére sans changer son rayon de
convergence, d’ot : pour tout x €] — 1, +1],

+oo +oo
f(z)= Z(n + Day 2™ = Z(a —n)a,z™ = af(x) —zf'(z).
n=0 n=0

La fonction f est donc une solution, sur Uintervalle | — 1,+1[, de l"équation différentielle
(1 +2)y (z) = ay(z).

Dou 3K € R, Vz €] — 1,41, f(z) = K - (1 4+ x)*. En outre, f vérifie la condition initiale
f(O) =ap = 1.

Donce f(x) = (1 + x)® pour tout x €] — 1,+1[, ce qui prouve la derneére ligne du tableau dressé au
début du chapitre.

IX.5 (NE PAS) ETRE DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE

DEFINITION 21
Soit r € R U {+00}. On dit qu'une fonction f est développable en série entiére sur | — r, +r[ s'il existe
une série entiére > a,x™ qui a un rayon de convergence R > r telle que :

Ve €] —r,+r, f(z)= i anz™.

n=0

EXEMPLE 22 — La fonction x + ﬁ est définie sur | — oo, +1[ et développable en série entiére sur
]| — 1,+1[. D’aprés Uexemple 10, la fonction arctan est définie sur | — oo, +00| et développable en série

entiére sur | — 1,+1].
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IX.5. (NE PAS) ETRE DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE

REMARQUE 23 —

1. D’apreés le théoréme 18 , si une fonction f est développable en série entiére sur] — r,+r[ alors :

— elle de classe C* sur | —r,+r[;

> £(n)(Q
— son D.S.E. est unique et Vx €] —r,+r|, f(z) = Z f '( )xn
n!
n=0

2. Et réciproquement ? Si une fonction f est de classe C*°, alors :

FM(0)

n!

— on peut définir la série entiére Z " appelée la série de Taylor de la fonction f;

. . L. .\ - . .
— mais f est développable en série entiére f est de classe C*°. L’exercice 2/ fournit un

contre-exemple.

EXERCICE 24 — Soit f la fonction définie sur R par
f(0)=0 et Va # 0, f(x):e_l/r2.

1. Montrer par récurrence que : pour tout n € N, la fonction f est de classe C™ sur R* et il existe un
polynome P, tel que

P,
n(l‘) . 6_1/12.
3n

Vo £0, fU(z) =

2. Montrer par récurrence que : pour tout n € N, la fonction f est de classe C™ sur R et (™ (0) = 0.

3. En déduire que la fonction f n’est pas développable en série entiére.

PROPOSITION 25
Soit r € R U {400}. Une fonction f est D.S.E. sur | —r, +r[ si, et seulement si :

1. f est de classe C* sur | —r,+r];

o £(0)
2. pour chaque z €] —r,+r[, Rn(z) — 0, ou Ry(z)= f(z)— Z x™.
N—o00 n!
n=0
Preuve — Si f est D.S.E, alors f est C* sur | — r,+r][ et la série Y anz™ converge pour chaque = €] — r, +r[. Le reste
Ry(z) = Z anx™ tend donc vers zéro quand N tend vers co.
k=N+1
Réciproquement, si f est C*° sur | — r,+r|, alors, & chaque ordre N :
N () (g
@) =3 L0y Ry ().
n!
n=0
N
: . ™) .
Soit ¢ €] —r,+r[:si Ry(z) — 0, alors Z ———=z" — f(x). Donc f est D.S.E. sur | — 7, +r[. O
N— o0 = n! N—oo
EXERCICE 26 — En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que :
oo xQn S l‘2"+1
Ve € R, cos(z)= " et sin(x) = -t
o) = 2D @)= 2 V" Gy

Ceci prouve deux des formles du tableau dressé au début du chapitre et donc que les fonctions cos et
sin sont D.S.E. sur R.
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CHAPITRE IX. SERIES ENTIERES

IX.6 PropuiT DE CAUCHY ET SOMME DE DEUX SERIES ENTIERES

Le produit de Cauchy ou la somme de deux séries entieres est encore une série entiere.

PROPOSITION 27

Soit R, le rayon de convergence d'une série entiére > a,x™. Soit Ry le rayon de convergence d'une série
entiere > b,a".

1. Soit ¢, = ay + by,. Le rayon de convergence R de la série entiere > c,a™ est égal a min(R,, Rp) si
R, # Ry (supérieur ou égal si R, = Rp) et :

si |z| < min(R,, Rp), alors chx" = (Z anx"> + (Z bnx"> .
n=0 n=0

n=0

n

 Soit ¢ — arb 1. - . o - L) s
2. Soit ¢, b, Le rayon de convergence R de la série entiere L' est supérieur ou égal a

k=0
min(R,, Ry) et :

si |z| < min(R,, Rp), alors chx" = <Z anx”> . <Z bm:") .
n=0 n=0

n=0

Preuve —

1. La somme de deux séries convergentes est convergente, d’ou R > min(Rq, Rp). Si Re # Ry, alors : pour tout
z €] min(Ra, Rp), max(Rq, Rp)[, Y. cnx™ est la somme d’une série divergente et d’une série convergente, d’ol c’est
une série divergente, donc R = min(Rq, Ryp).

2. D’apres le théoréme du produit de Cauchy :

— le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est une série absolument convergente, d’ou
R > min(Ra, Ry);

— sa somme est le produit des sommes.

EXEMPLE 28 —

1. Le produit de Cauchy des séries entiéres Y anx™ = > a" et Y, by,a™ =1 — x est la série enticre

n .
1sin=0
cpx =1, ot ¢, = arbn_r =
e, ST {OWI
k=0
Les rayons de convergence sont R, =1, Ry = 400 et R = 400.

4o -\ 1 1 n . n z" PR
2 La série enticre Z (1 + 3 N n) x" est le produit de Cauchy de Zl‘ et Z gt D’ot
n>1 n>0 n>1
(proposition 27) :

1 1
(a) son rayon de convergence est R > min(1,400), or E (1 + 3 + > diverge, d’ou R <1,
n
n>1

donc R=1;

(b) pour tout x €] —1,1] +Z 1+1+ +l x“—,m
Y4 y L[y 9 n = 1=z .

[

n=

EXERCICE 29 — Montrer que :
Y(x,y) € R?, e .e¥ =TV,

80



IX.7. SERIES ENTIERES COMPLEXES

IX.7 SERIES ENTIERES COMPLEXES

Soient un nombre complexe z et une suite de complexes a,,. Pour étudier la convergence d’une série
entiere complexe Y a, 2™, il suffit d’utiliser le théoréme 4 en remplagant |z| (valeur absolue du réel x)
par |z| (module du complexe z). Vocabulaire : bien qu’il s’agisse du module, on dit encore que la série
complexe converge absolument. Les énoncé et preuve sont alors les mémes. Par conséquent :

— le rayon de convergence R € Ry U {400} de la série entiére complexe > a,z" est encore égal &
sup {r € Ry | la suite a,r™ est bornée} ;

— lintervalle ouvert de convergence | — R, +R|[ sur la droite réelle R devient le disque ouvert de
convergence {z € C | |z| < R} dans le plan complexe C. Sur ce disque ouvert, la série entiere converge
absolument, c’est-a-dire Y |a, 2™| converge, o |a,,2"| est le module du nombre complexe a,,z");

— les deux bords —R et +R de 'intervalle deviennent le cercle de rayon R. L’incertitude aux bords
(converge ou diverge en =R ?) devient l'incertitude sur le cercle (converge ou diverge, en chaque point du
cercle ?) et on appelle ce cercle le cercle d’incertitude.

+iR
?
dv grossiere
cv absolue
-R +R
dv grossiére
—iR

Ficure IX.3 — Disque ouvert de convergence et cercle d’incertitude

EXEMPLE 30 — Le rayon de convergence de la série entiére Y z" est R =1. Et, pour tout z € C tel que

2] <1,
o
v 1—=2

2"

Le rayon de convergence de la série entiere ) =

est +00. On peut donc définir, pour chaque z € C,

+oo

exp(z) = Z %

n=0

EXERCICE 31 — Montrer que, pour tout 0 € R,

0

e = cos0 4+ isind.

En se rappelant que le théoreme du produit de Cauchy reste valable pour les séries complexes :
V(z1,29) € C?, e .e™2 =" 172,
En particulier, pour tous x € R et 6 € R,

e®t1% — % . (cos @ + isinf).
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