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Suites de fonctions & probabilités
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Exercice 1.

1. (a)
(b)

2. (a)
(b)

(©)
3. (a)
(b)

Montrer que, pour chaque n € N*| I'intégrale impropre u,, = 1+°° e~*" dx est convergente.
Etudier la limite de la suite (uy,).
+oo —x
Montrer que 'intégrale impropre A = / —— dz est convergente.
1 X
+o0 et
Montrer que, pour chaque n € N* : nu,, = / aT dt.
1 n
s A
En déduire que : u,, ~ —.
n—oo M

Etudier la limite de la suite v,, = fol e~ %" dx.

Soit, plus généralement, une fonction f : [0,1] — R continue. Etudier la limite, quand n tend vers
Pinfini, de [ f(z") da.

1. Pour tous n € N* et = € [1, +o0], on pose fn(z) =€~

(a)
(b)

2
Soit n € N*. Pour tout x € [1,4o00[, 0 < fn(z) < e *. Or ffLoo e~ % dx est convergente. Donc 'intégrale u,, est une
intégrale convergente.

On utilise le théoréme de la convergence dominée : Vz € [1, 400, |fn(z)| < e~ % (indépendant de n) et fLOO e *dx
l/esiz =1

. La fonction f est continue et [["°° f(z)dz = 0. Donc
Osiz>1 I fl f(z)

est convergente. Or fr(z) - flz) = {

lim u, =0.
n— oo

SECONDE METHODE (en ouvrant I'intervalle en 1) : Vz €]1, +00[, |fn(z)] < e™* (indépendant de n) et 1+°o e *dr
est convergente. Or Vo > 1, fn(z) — f(x) = 0. La fonction f est continue par morceaux et ffroo f(x)dx = 0.
n— o0

Donc lim u, = 0.
n— oo

) Pour tout z € [1,+o00[, 0 < e < e~ Or lintégrale f1+°° e~ % dx est convergente. Donc l'intégrale A aussi.

x
Soit n € N*. On fait le CDV ¢ = z™ (dt = nz"~1dz). La fonction = — 2™ est strictement monotone et de classe C*,

+oco et _t
d’ol : nun, = / T dt. Pour tous n € N* et t € [1, +oo[, on pose gn(t) = ——.
1 ttT t n

On utilise le théoréme de la convergence dominée : Vt € [1, +oo], |gn(t)] < et et f1+°° e~ ! dt est convergente. Or

—t 1 1
gn(t) —> g(t) = &~ car t1=w = eI=w)Int __, elnt — 4 bar continuité de la fonction exp. D’olt nu, —
n— o0

n— o0 n—oo

A
=

1 y N Up . MUp ~
Jo g9(t) dt. D’on Afe = "4 7 L Doncun o~

Pour tous n € N* et & € [0,1], on pose fn(z) = e~*". On utilise le théoréme de la convergence dominée : Vz €
1 ix=1
[0,1], |fn(z)] <1 (fonction indépendante de n) et fol 1 dz est convergente. Or fy, () vl flz) = {l/sei ;1; <1

La fonction f est continue par morceaux et fol f(z)dz = 1. Donc lim v, = 1.
n—o0

SECONDE METHODE (en ouvrant Pintervalle en 1) : Pour tous n € N* et z € [0,1], on pose fn(z) = e=%". On

utilise le théoréme de la convergence dominée : Vz € [0, 1], |fn(z)| < 1 (fonction indépendante de n) et fol 1dx est

convergente. Or Vz € [0, 1], fn(z) 2 f(z) = 1. La fonction f est continue et fol f(z)dx = 1. Donc 1i_{n vp = 1.
n (oo} n oo



(b) Pour tous n € N* et z € [0, 1], on pose gn(z) = f(x™). La fonction |f| est continue sur le segment [0, 1], elle est donc
bornée. Soit M un majorant de |f| : Vo € [0,1], |gn(z)] < M (indépendant de n) et fol M dx est convergente. Or

{f(l) siz=1

. La fonction g est continue par morceaux et [} g(x)dz = f(0). Donc
F0)si0<2<1(x) g p Jo 9(@) £(0)

gn(xz) — g(x) =

n—oo

1
lim / f(z™) dx = f(0) d’apres le théoréme de la convergence dominée
n—oo 0

() En effet, si z € [0,1], alors : n - 0o = 2" — 0 = f(z™) — f(0) car f est continue par hypothése.

Exercice 2. Soit une suite de fonctions f,, :]0,1[— R convergeant simplement sur |0, 1[ vers une fonction f.
Montrer que :

1. si chaque fonction f, est croissante, alors la limite f ’est aussi;
2. méme si chaque fonction f, est bornée, la limite f ne ’est pas nécessairement ;

3. si chaque fonction f,, est bornée et si la convergence est uniforme sur ]0, 1], alors la limite f est aussi
bornée;

On note a =0et b=1.
1. Soient deux réels z1 et x2 de ]a,b| tels que 1 < xo. Pour chaque n € N, la fonction f, est croissante, d’ol les réels
Un = fn(x1) et v, = fn(x2) sont tels que up < vp. Or limu, = f(21) et limv, = f(x2) car f, converge simplement vers
f. Les inégalités larges passent a la limite, d’ou lim uy, < limvy,. D’olt f(z1) < f(z2). Donc la fonction f est croissante.

2. La fonction f :]a,b[— R, = +— n’est pas bornée. Mais c’est la limite simple de la suite (fn)nen* des fonctions

1
(z—a)(b—z)
i lcr<p_ 1
fn tla, b= R, 2z {£($) siat gy sesb-g qui sont bornées.
sinon

.31\. )

7

b

FIGURE 1 — UNE SUITE DE FONCTIONS BORNEES QUI CONVERGE SIMPLEMENT VERS UNE FONCTION NON
BORNEE.

3. La convergence est uniforme, d’ot sup |fn(z) — f(z)] = 0. Il existe donc N € N tel que sup |fn(z)— f(z)] < 1. Or,
nTree la,b[

x€la, e

pour tout x €la, b[, f(z) = f(z) — fv(z) + fn(z), dou |f(z)| < |f(z) — fnv(z)| + |fnv(x)] <14 M, ot M est un majorant
de la fonction |fn| (un tel majorant existe car la fonction fxn est bornée). Donc la fonction f est bornée.

Exercice 3. Soit K € N*. On se donne K boites numérotées de 1 a K. La boite numérotée k contient k& boules
blanches et K — k boules noires. On choisit une boite au hasard, chaque choix étant équiprobable. Dans la
boite choisie, on tire indéfiniment une boule au hasard avec remise.

On note :

— pour chaque n € N*, I'événement B,, : « la n-ieme boule tirée est blanche » ;

— pour chaque k € [1, K], 'événement C}, : « La boite choisie est la k-iéme ».

kn

K
. s s 1
1. Montrer que la probabilité ug , de I'événement By N...N B, vaut : ug,, = T }; T



2. Déterminer lim ug .
K—oo ’
3. (a) Déterminer lim wug .
n—oo
(b) Cette limite est la probabilité d’un événement : lequel et pourquoi ?
> théoréme de la continuité décroissante

1. PREMIERE METHODE : en reconnaissant une somme de Riemann. La fonction f : t — ™ est continue sur le segment [0, 1],

K 1
N 1 1 1
d’ou e kg_lf (k E) K:>>o/0 f(t) dt. Donc ug p, Ko T

SECONDE METHODE : en comparant série et intégrale .La fonction t — t" est croissante. D’ot1, pour tout k € N*, on a :
k k+1
/ tdt < k™ < / tdt
k—1 k

n+1 K K K+1 n+1
K :/ t"dtSang/ t"dt:u,1
0 k=1 1

Donc, en sommant :

n+1 n+1

(K + 17+t L . Kntl
r Thrl — 1 est équivalent a
n

O

D’ou

quand K tend vers oo.

K 1

SR~ K

! K—oo n+1
—L_ tend vers %H quand K tend vers 'infini.

Donc ug n Koo AT

2. On utilise la formule des probabilités totales : (Ck)k:e[[o,N]] est un systéme complet d’événements, d’ou

K
P(BiN...NBy) = Y P(Cy)P(BiN...NBy|Cy)
k=1
_ oyl
= K Kn
k n
ot P(B1N...NBy|Ck) = (}> car les événements B, - - , B, sont indépendants pour la probabilité conditionnelle P, .
K n 1
3. Dans la somme — ——, les K — 1 premiers termes tendent vers zéro et le dernier vaut % Donc lim ug , = —.
= K Kn» n—oo K

D’apres le théoréme de la continuité décroissante, lim P (Nj_;B;) = P (Njen+B;). Donc lim wg ,, est la probabilité de
n—r o0 n—oo

I’événement N;en* B; : « tirer indéfiniment des boules blanches ».



