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Exercice 1. 1. Soient z, y et z trois réels strictement positifs. Montrer que

1 1 1
<++>~(m+y+z)29.
T Yy =z

Dans quels cas y a-t-il égalité ?

2. Soit f une fonction continue et strictement positive sur un segment [a, b]. Montrer que

b by ,
/{lf(t)dtx ) m)(b—a)

Dans quels cas y a-t-il égalité?

1. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire canonique sur R3 avec les vecteurs u = (\/, VY, \/Y) et
v = (%, ﬁ, %) Ces vecteurs sont correctement définis car x, y et z sont strictement positifs.
) , 1 1 1
lul*=z4+y+2z , [Pl ==-4+-+- e <u,v>=3
Ty oz

Or [ <u,v> | < lull - [Jv]], dott < u,v >2< [lul? - ||v||?, donc
1 1 1
)ty +2) >0
r Yy =z

Il y a égalité si, et seulement si, les vecteurs u et v sont colinéaires :

VI =c/Vz T=c
JeeR, u=cv < JceR, { Jy=¢c/\/Y < dceR, y=c = r=y ==z
Vz=c/\/z z=c

2. Comme f(¢) > 0 pour tout ¢ € [a,b], on peut poser fi(t) = \/f(¢) et fa(t) = ﬁ pour tout ¢ € [a, b]. D’aprés l'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

b 2
(f1|f2)2=< / «mﬁdt) — (b a)?

est inférieur ou égal a

2 = [ 'l
WAl IR = [ e [ e

Il y a égalité si, et seulement si, f1 et fo sont colinéaires :

JecEeER, fi=cfs < FcER, VtEa,b], V()=

;(t) < 3cEeR, VteEa,b], f(t)=c.

Donc : il y a égalité si, et seulement si, f est constante.



Exercice 2 (Quotient de Rayleigh). Soient X € M,, 1(R) et A € M,, ,(R) définis par

2 -1 0
1 -1 2 -1 O
T2
X = . EMn,l(R) et A=
Tn O -1 2 -1
0o -1 2
1. Montrer que
n n—1
IXAX = 223}% - 2kaxk+1.
k=1 k=1

2. Montrer que
n—1 n
2
Z TpTpt1| < Z T
k=1 k=1

3. Que vaut tffo)?( si X est un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre A € R?
4. En déduire que Sp(A) C [0, 4].

z 2xr1 — x2
. —z1 4 29 — 3 " net
Lo Soit X=| . |[: 'XAX='X : =2> 2} -2 TpTpp
z —ZTp—2 +2Tp_1 — Tn k=1 k=1
" —Zn—1+ 22
z1 2
2. On munit R™ du produit scalaire canonique et on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs : et

3. Soit X un vecteur propre de la matrice A pour une valeur propre A :

EXAX  EX(AX)

= —> =\
tXX tXX
On peut diviser par X X car un vecteur propre X ne peut &tre nul.
. - AN , EXAX
4. Si X est une valeur propre de A, alors il existe un vecteur propre X associé a cette valeur propre. D’une part, A = XX
n n—1
2
tXAX 2211%7221’&’”1 n—1 n
d’apres la question 3. D’autre part, XX = k=t - k=1 d’apres la question 1. Or Z TpTht1| < Z :1:%
3 a2 k=1 k=1
k
k=1
n n—1 n
d’apres la question 2. D’ou —2 Z x% <2 Z TpTp1 < 2 x% Donc
k=1 k=1 k=1
n n n n
D IE BE) DF BENNED D )
0= _k=1 k=1 <A< k=1 k=1 — 4



Exercice 3. On munit l'espace vectoriel M,,(R) du produit scalaire (A, B) = tr(A 'B).

1. On note A, le sev des matrices antisymétriques et S, le sev des matrices symétriques de M, (R).
Montrer que :

(a) A, L Sy;
(b) At =S, et S-=A,;

(c) pour tout (M,S) € M,(R) x S, HM_TMTH < ||M — S||. Quelle est la distance d(M,S,,) de la
matrice M au sous-espace vectoriel S, 7

2. On considere le cas n = 2. Soit F' le sous-espace vectoriel de Mo (R) défini par :

F:{(Z _ba>,(a,b)eR2}.

(a) Déterminer une base de F'* > Le corrigé propose deux méthodes.

(b) Déterminer la matrice A’, image de A = <1 8) par la projection orthogonale sur F' > Le corrigé

propose trois méthodes.

1. (a) Soient A € An et S € Sp : on veut montrer que A L S. Or < A, S >=tr(A-*S) =tr(A-9) car S est symétrique et
<S,A> = tr(S-tA)=Tr(S-(—A)) car A est antisymétrique
= —tr(S-A) car tr est linéaire
= —tr(A-S)cartr(A-S) =1tr(S-A).

D’ou < A, S >= 0. Donc les sev A, et S, sont orthogonaux : A, 1L S,.
(b) De A, L S,, on déduit que : A, C S;- > proposition 17.
Or le sev S, est de dimension finie, d’ott My, (R) = Sn, & S# > corollaire 23. Or M,(R) = S, ® A,, d’ou
dim A, = dimS;-.
De A, C Sf; et dim A,, = dim STJ;, on déduit que A, = STJ;.
De méme A,ll =Sn.

T T T
(c) Soit une matrice M € M, (R) : de M = % + %7 on déduit que M+2M = p(M) est le projeté orthogonal
de la matrice M sur le sev S,. D’apres le théoréeme des moindres carrés,

e pour tout § € Sy 1 | M — p(M)|| < M — S, doir || X217 < M — S ;
. _ T
o d(M,Sn) = min M - S| = M - p(M) | = || L

2. (a) Voici deux méthodes :

— La dimension du sev F est finie : elle vaut 2 . D’ott FF @ F- = M3(R) et dim(F1) = 2. De plus, on est inspiré

et on constate que les deux vecteurs
o _ (1 0 b oo = 0 -1
“=\o 1) "“7 1 o

de M3(R) ne sont pas colinéaires, et qu’ils sont orthogonaux & F. Ils forment donc une base de F+.

— Les matrices e; = ((1) 701) et eg = ((1) [1)) forment une base de F'. Soit une matrice B = (f/ ':) :

Bl {BJ_el {<B,el>=0 {xt:O

< B =
B 1l ex < B,ea >=0 y+2=0 (

Y _xy) = ze3 + yea.

(b) Voici trois méthodes :

— On est inspiré et on constate que :

1 0 1/1 1 1 /1 -1
A*(l 0)*§<1 71)+§(1 1)'
Or la premiére matrice appartient & F' et la seconde appartient & FL. Donc le projeté orthogonal de A sur F'

1 1
r_— 1
estA—2<1 _1>.



— La matrice A’ est 'unique matrice telle que (x) A’ € F et (xx) A— A’ L F.

e b ) . Ensuite
—a

D’abord (*) <= Ja€R, FIbeR, A’ = (

b
l—a —b) (1 0)
1-b 0 -1 1—2a= =1
A-A 1 F = ¢ = o — "2
1—a -0 1 0 1 1-2b6=0 b—§
1-b a 1 0

— On transforme la base (e1,e2) de F formée par les matrices e; = ([1) El) et eg = ((1) é) en une b.o.n.

(e1,€2) grace a l'algorithme de Gram-Schmidt. Puis on calcule la matrice A’ =< A,e1 > e1+ < A,e2 > e2.
Essayez, mais c’est un peu plus long.

Exercice 4. Montrer que la fonction f définie pour tout (a,b) € R? par

f(a,b) :/ (t —asint — beost)?dt

—T

posséde un minimum et calculer min f(a,b).

(a,b)eR?

Corrigé manuscrit ci-dessous.

1
Exercice 5. 1. Montrer que < P |Q >= P(0)Q(0) + / P'(#)Q'(t) dt est un produit scalaire sur 1’espace
0

vectoriel R[X] des polyndmes.

2. Calculer < X?|X? > pour chaque entier naturel p et chaque entier naturel g.

3. Soient F' 'ensemble des polynémes constants et G ’ensemble des polynémes admettant 0 pour racine.

Montrer que les sous-espaces vectoriels F' et G sont orthogonaux.

4. Déterminer l'orthogonal de F' et 'orthogonal de G.

5. Montrer que la distance d’un polynéme P au sous-espace vectoriel G vaut |P(0)].

. Soient A, u dans R et P, @, R dans R[X] :

— < P|Q>=<Q|P>;

— (AP + pQ|R) = M(P|R) + p(Q|R) (par linéairité de la dérivée et de 'intégrale), d’oti la linéarité & gauche, et & droite
par symétrie ;

— (P|P) = P2(0) + fol [P’ (t)]? dt > 0 par positivité de Dintégrale;

— si (P|P) = 0, alors chaque terme positif est nul, d’ott P(0) = 0 et V¢ € [0,1], P’(t) = 0 car la fonction t — [P’(t)]?
est continue et positive. D’olt la fonction t — P(t) est constante sur [0,1] et nulle en 0, donc elle est nulle sur [0, 1].
Par suite, le polynéme P a une infinité de racines, donc P = 0.

Donc la forme (-|-) est bilinéaire, symétrique et définie positive : c’est un produit scalaire.

. Sip et g sont dans N*, alors (XP|X9) =0+ fol ptP~lgte—1dt = %

pPrq—

Si (p,q) = (0,0), alors (1|1) =1-1+ [} 0dt = 1.

Sip=0etq#0, alors (1\X‘1>:(1|X‘1>:1-0+f010-qtq_1dt=0. De méme si p # 0 et ¢ = 0.

. Solent P € Fet Q€ G: < P|Q >= P(0)Q(0) + fol P'(t)Q'(t)dt. Or Q(0) =0 car Q € G et Vt € [0,1], P'(t) =0 car
P € F. Dot < P|Q >=0. Donc F L G.

. Soit Q € R[X] :

QEFt « VPEF, (PIQ)=0 «> VP F, P0)Q(0)=0 <= VYa€eR, aQ(0)=0 > Q0)=0 «— Q€G.
Donc F+ = G. De plus, F est de dimension finie (car dim F' = 1), d’ott (FJ-)J' = F, donc G+ = F.



5. Soit P € R[X] : d’apres le théoréme des moindres carrés, d(P, G) = |7 (P)]|, ol 7 est la projection orthogonale sur le sev F.
Or le polynéme P se décompose en P(X) = P(0) + [P(X) — P(0)], ou P(0) € F et P(X) — P(0) € G. D’ou 7(P) = P(0),

done d(P,G) = [|[P(0)]| = v/TPO)P(0)) = y/P2(0) + fL 0dt = [P(O)].

deg(P)
Exercice 6. Soit F = R[X] l’espace vectoriel des polynémes. Tout polynéme P = Z a, X™ sera aussi noté
- n=0
Z a, X™ ou a, est une suite nulle & partir d’un certain rang.
n=0

o0
1. Soit f : R[X] — R la forme linéaire qui, a tout polynéme P = ap, X", associe le réel
f: R[X] q poly nz:% n Z T

Montrer que 'application f surjective.

2. Le produit scalaire de deux polynémes P = Z a, X" et Q = Z b, X™ est défini par (P, Q) = Z Anbp .
n=0 n=0

Montrer qu’il existe un réel K tel que, pour tout polynome P de F,
|f(P)] < K -||P].
3. Soit F' le noyau de f. Vérifier que le polynéme
Rij=0G+1)X —(i+1)X°
appartient & Ker(f) pour tous entiers naturels i et j.

4. En déduire que F- = {Og|x} et que (F1)* # F.

REMARQUE — L’application f est une forme linéaire non nulle, le sev F' est donc un hyperplan. La derniere
question prouve ainsi que, en dimension infinie, I'orthogonal d’un hyperplan n’est pas toujours une droite.
> proposition VIIL.27 & https://math-os.com/orthogonal-sev/

1. On veut montrer que, pour tout y € R, il existe P € R[X] tel que f(P) = y. Soit le polynéme P = Z an X™ défini par

n=0
oo
ap =y et Yn > 1, ap = 0. Son image est f(P = y. Donc f est surjective.
n=0"
deg P
2. Soit P un polyndéme, de degré deg P : f(P) = = (u|v) ou (u|v) est le produit scalaire canonique dans
Pev RItdeg P des deux vecteurs u = (ﬁ, Tt W}D)H) et v = (ao, - ,adeg p). Dolt (inégalité de Cauchy-Schwarz)
deg P 1 deg P deg P 1 oo 1 deg P
[£(P)] < v/ (u|u) - /(v]v) = — a2. Or < = — et a2 = | P2
V D R PR S TP S T AP
Donc, pour tout polynéme P, [f(P)| < % [|P]].
. j+1 i+1 N
3. Pour tout (i,5) € N2, f(R;;) = —— — =0, dot R;; € Kerf.
our tout (¢, 7) f(Rij) 1 ia ol R;j erf

oo
4. Soit P = > anX". Si P € F1, alors P L Ry pour tout (i,5) € N2. Or (P|Ry;) = (j + 1)a; — (i + 1)a;. D’ont

Y(i,j) € N2, (i+ 1)a; = (j + 1)a;. En particulier Vi €N, a; = %. D’ou Vi € N, a; = 0. Dot P est le polynéme nul.
i
Donc F+ = {Og[x1}- Par suite, (FHt = {OR[X]}J‘ = R[X] est différent de F car 1 ¢ F (car f(1) =1 #0).


https://math-os.com/orthogonal-sev/

Exercice 7. On munit U'espace vectoriel £ = R[X] du produit scalaire (P(X)|Q fo t)dt et
on définit la forme linéaire h : E — R, P(X) — P(0). On suppose qu'un polynome A(X ) est tel que
h(P(X)) = (A(X)|P(X)) pour tout P(X) € E. Calculer (A(X)|XA(X)) et conclure.

On fait ’hypotheése qu’il existe un polynéme A(X) tel que P(0) = (A(X)|P(X)) pour tout P(X) € E.

D’une part, (A(X)|XA(X)) = fO fo tA2(t) dt par définition du produit scalaire dont on a muni dans cet
exercice lespace vectoriel E = R[X]

D’autre part, (A(X)|XA(X)) = h(XA(X)) = 0A(0) = 0 par hypothese.

D’ou fo tA2(t)dt = 0. Or la fonction ¢ +— tA2(t) est continue et positive sur [0, 1]. Donc elle est nulle car d’intégrale nulle sur
[0, 1]. Par suite, le polynome X A2%(X) a une infinité de racines (car tous les réels de [0, 1] le sont). Or le polynéme X n’est pas nul,

donc c’est le polynéme A(X) qui est nul. (Pour rappel, si le produit de deux polynémes est nul, alors au moins un des polynémes
est nul, autrement dit : 'anneau R[X] est integre.)

C’est absurde car (A(X)|1gr;x]) = 1r # 0 par hypothése. Donc il n’existe pas de polynéme A(X) tel que P(0) = (A(X)|P(X))
pour tout P(X) € E. On vient de prouver, par un contre-exemple, que le théoréme de représentation de Riesz > VIIL.29 n’est pas

valable en dimension infinie.

Exercice 8 (Projecteurs spectraux — tiré du sujet E3A MATHS 1 PSI 2016).

Soient un entier n > 2 et n réels a, as,- -, a, supposés distincts deux a deux. Soit M une matrice de
M, (R) dont le spectre est {a1, az, -, an}.

1. Les matrices M7 et M ont-elles le méme spectre ? Sont-elles diagonalisables ?

2. Pour chaque ¢ € [1,n], on note V; un vecteur non nul de Ker(a;I,, — M) et W; un vecteur non nul de
Ker(a;I, — M7T). Soit (i, 5) € [1,n]?.
(a) Montrer que, si i # j, alors VI W; = 0.

(b) Qu’en déduire sur les sous-espaces propres de M et de M7T ?

3. Soit i € [1,n]. Montrer que V;T W; # 0. Que représente la matrice v, wk?

Vit w

1. La matrice M est de taille n et possede n valeurs propres distinctes deux & deux, donc elle diagonalisable :
3P € GL,(R), P"'MP = D, ot D = diag(a1,--- ,an). Par suite (en transposant) : Q"'MTQ = D, ot Q = (P~ 1T,
donc MT est aussi diagonalisable.

2. (a) On calcule de deux maniéres le réel VI MTW; :
— d'une part, MTW; = a;W;, dott VIMTW; = VI (a;W;) = a; VIW;;
— d’autre part, MV; = a;V;, d’ot WJTMVZ» = WjT(aiVi) = aZ'W]TVi.
Or ViTWj = WjTVZ et ViTMTWj = WJ-TMVi (ce sont des réels, autrement dit des matrices de taille 1, égales & leur
transposée). D’olt ajVZ.TW]- = aijV;TW]-, d’ou (a; — aj)‘/:L‘TWj = 0. Or le réel a; — a; n’est pas nul si # j car les
valeurs propres sont supposées distinctes deux a deux. Donc le réel ViT W; est nul si i # j.
(b) Les sous-espaces propres de M et de M T associés & des valeurs propres distinctes sont orthogonaux :
V(i,5) € [1,n]? i#j = SEPy(a;) L SEPyr(aj;).
3. Par I’absurde : supposons que ViTWi = 0. Alors Vj € [1,n], V; L Wj. Or les vecteurs W; forment une base de R™ car la

matrice M7 est diagonalisable. D’ot1 V; est orthogonal & tout vecteur de R™, donc V; = 0. C’est absurde car V; est non
nul par hypothese.

1
On peut donc diviser par le réel VZ-TW,' pour construire la matrice carrée A; = VT W, Vi WZ-T € Mn(R). Appliquons
1 1
cette matrice & chaque vecteur Vj :
Ogn sik #1
AV = — L vwTyy = {0 SR
Vo w; Visik=1.

Donc la matrice A; représente (dans la base canonique de R™) le projecteur sur le sous-espace propre SEPjs(a;)

parallélement & la somme des autres sous-espaces propres € SEPy(ag).
ki



