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Exercice 1. Soient l'intervalle I =]1, +o00[ et, pour chaque k € N* et chaque x € I,

1)1

1. Montrer que la série de fonctions > fi converge simplement sur I.

2. Soient, pour chaque n € N* et chaque z € I,
Sx)=> felx) , Sul@)=>_ felx) et Ru(x)= Y fr(x).
k=1 k=1 k=n+1

Montrer que la fonction S est continue sur 1.

3. Etudier, de deux manieres, lim S(z).
T—+00

4. Montrer que la fonction S est dérivable sur I. La fonction S est-elle (strictement) (dé)croissante sur I ?

-1 k—1
1. Soit = > 1 : la suite (#) tend vers 0 en décroissant, d’ou (théoréme des séries alternées) la série > L est
n(kz) ) pens In(k - x)
convergente.

Donc la série de fonctions Y fy, converge simplement sur I =|1, +o0].

2. Soit x > 1 : d’aprés le théoreme des séries alternées, |Ry (z)| <

qui est un majorant.

< 1
In[(n+ 1)z]| ~ In(n+ 1)

1 1
D’ou sup|Ryn(z)] < ——— car le sup est le plus petit majorant. Or —— — 0
zel;‘ (@)l < In(n + 1) P pus b ) In(n+ 1) n—oo

D’ou sup|Rn(z)] — 0 d’apres le théoréme des gendarmes. Donc la série de fonctions ) fp, converge uniformément sur I
zel n— oo
oo

vers la fonction S = Z fr. Or chaque fonction f, est continue sur I. Donc la fonction S est continue sur I.
k=1

1
3. D’apres le théoreme des séries alternées, pour tout x € I, — —
Inz In(2z)

Donc (théoreme des gendarmes) : S(z) vy 0.
Tr—r+0o0

AUTRE METHODE : On utiise le « théoréme d’interversion somme-limite » ou « de la double limite ».

La série de fonctions Y fn converge uniformément sur I =]1,+oo[ et chaque fonction f,, admet une limite finie en +oo
oo

li =0.D li S(z) = 0=0.

car lim fn(x) onc lm (z) Zl

n—
=n"

zIn?(nx)

de classe C!. Pour chaque x € I, a série 3 f/ (z) est alternée, d’otl (de méme que pour la question 2, on montre que) la

série Y f] converge uniformément sur I.

4. Soit z € I : la fonction fy, est dérivable en z et f} (z) = . La fonction z +— f/ (x) est continue sur I, d’ou f, est

la série converge simplement sur
D’ou { 2 I & b , donc (théoréme de dérivation terme a terme) :

la série Y f] converge uniformément sur [

— la fonction S est de classe C! sur I;



oo

— pour tout z € I, §'(z) = Z fo(z) = Z
n=1

xIn? nx)

—1
z1n?(x) + xIn?(2x)

Or (théoréme des séries alternées) : S’(z) < < 0 pour tout z € I.

Donc S est strictement décroissante sur I.

Exercice 2. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie sur R par

1
n? 4+ x2’

fu(z) =

1. Montrer que la série de fonctions > f,, converge sur R : normalement ? uniformément ? simplement ?

2. Soit x # 0. Montrer que les intégrales

+o0 1 +o0 1
/ Erm® e / iz
0 t-+x 1 t“+x

sont convergentes et les calculer.

3. Soit, pour tout z € R, S(z Z fn(x). Montrer que S(z) ~ 21
z—+oo 21

4. Montrer que la fonction S est de classe C! sur R.

1 1
1. Pour tout z € R, [fn(z)| < —; et la série 3° — converge. Donc la série de fonctions }° fn converge normalement (donc
n n

uniformément, donc simplement) sur R.
+oo

2. Soit x # 0 : 'intégrale _—
# g /O PEp

@ 1
dt est impropre en 400. Soit a > 0. Pour calculer / 27“ dt, on fait le changement
0o T

. t . t 1 [ 1 1 re/z 1
de variable u = — : la fonction ¢ — — est de classe C*, d’ou —dt = — ——axdu = 7Arctan ( ) Or
x T 0 0 T x

.1’2 + t2 xQ 1 +u 2
1 Foo
L a ’ - _m
S Arctan (m) B 2\w| Donc 'intégrale /0 2 dt converge et vaut el
+o0 1
De méme, l'intégrale ——— dt converge et vaut 57— — 7Arctan ( 1)
1 2 + t2 | |

3. Soient N € N* et x > 0. On compare série et intégrale : la fonction ¢ — ﬁ étant décroissante,

N+1 1 N N 1
——dt< < — _at.
A _n;fn(x)_/o P

Ces inégalités larges passent & la limite N — oo car la série converge (d’apres la question 1) et parce que les intégrales
convergent (d’apres la question 2), d’ou :

+ oo “+ oo 1
—— dt.
/1 12+t2 Zf" —/ x2 + 2
T

D’ou (en divisant par 5 qui est strictement positif) :

2 1 S
1— 2 Arctan (7> < Sfc) <1
sy x 22
S
D’oli (théoréme des gendarmes) @ — 1. Donc S(z) ~ T
by r—+00 r—00 21
—2
4. Pour chaque n € N*| la fonction f,, est dérivable. Pour tout z € R, f (z) = ﬁ D’out f], est continue, donc fy, est
n< +x

de classe C!. Soit a > 0 :
— la série de fonctions Y f, converge simplement sur [—a, +a] ;
2a
Vz € [—a,+al, |fh(2)] < —
n
et la série > ;% converge

d’oli la série de fonctions Y f/ converge uniformément (car normalement) sur [—a, +aj ;



— donc la fonction S est de classe C! sur [—a, +al.

C’est vrai pour tout a > 0. Donc S est de classe C! sur R.

Exercice 3. Soit, pour chaque n € N*| la fonction f,, définie, pour tout = € [0, 4+o0], par
x

Vn(z +n)

1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, 4+o00].

fn(x) =

2. Etudier sup |f,|. La convergence de la série de fonctions Y f,, est-elle normale sur [0, +o0[?
0,400

3. Soit, pour tout z € [0, +o0], Z fn(x). Montrer que la fonction S est de classe C! sur [0, +o0].
4. Montrer que la fonction S est croissante sur [0, +0o0[.

5. Soient un entier n > 1 et un réel a > n. Montrer que S(a) > Z
=1 2

s\H

6. En déduire lirf S(z) > trois méthodes dans le corrigé.
Tr— 100

7. Montrer que S(x) = K (x).

8. En utilisant le théoréme de la double limite, montrer que la convergence de la série > f,, n’est pas
uniforme sur [0, +o0[.

1
1. Soit z € [0, +00[ : 0 < fn(z) < 3L/2 Or la série —3/5 converge, d’otli la série Y fn(x) converge.
n n
Donc la série de fonctions ) f, converge simplement sur [0, +oo].
1 Jn 1 1
2. Ve >0, Yn €N, 0< fula) = ot [f(@)| < =, donc  sup | fu(@)] < —=.
VA oz B e Y
1 1
De plus, lim fp(z) = —,donc sup |fn(z)|=—1.
T oo (@) Vn 16[0,4—00[‘ n(@)| vn

1
Or la série > 7 diverge. Donc la convergence de la série de fonctions ) fn, n’est pas normale sur [0, ool
n
3. On sait que chaque fonction f,, est de classe C! sur [0, +o0o[ et que la série de fonctions 3 fi converge simplement sur
[0, +o0l.

NG

1
_ VT <~ Jot
wrn)e = n3/2,d0ula

On montre que la série de fonctions Y f}, converge uniformément sur [0, +oo[ : Vz > 0, f/(z) =
série de fonctions Y f; converge normalement sur [0, 4ool.

Donc la fonction S est de classe C! sur [0, 4+o00[ et, pour tout x € [0, +o0[, S’(z Z fh(z).

4. Pour tout z >0, S'(z) = Z ( + > 0, donc la fonction S est croissante sur [0, +oo].
z

NE

5. Soient un entier n > 1 et unréel a > n : S(a) =

Of(a-‘rk Z::\f(a—i-k)

k

a 1

Or > — pour tout k <n < a, d’ou S(a) >
a+k

M:
g~ =

2

=

1

Sl

1
6. La série 3 — 7% diverge, d’ott : VM € R, In € N, E 7 > M. Alors Va > n, S(a) > M. Donc hm S(z) = +oo.
(EH oo

Lz] L]

DEUXIEME METHODE : |z] < z, d’ou S(z) > Z i Or la série 3 -2 N diverge, d’olt Z +o00. Donc, par

Qf zﬁ»+oo

comparaison, S(z) —+> +00.
Tr—r+00



TROISEME METHODE : d’une part, la fonction S est croissante d’apres la question 4. D’apres le théoréme de la limite
monotone, la limite de S(z) quand le réel x tend vers 4+oo existe donc.
n

D’autre part, S(n) > Z

et la série Y, ﬁ diverge, d’ou S(n) —2 oo Par unicité de la limite, S(z) — +oo.
n oo

=1 T —+00
T S(z >
Soient, pour tous > 0 et n € N*, g, () = Inl@) et T(x) = (2) = Z gr(x). On veut montrer que : T(z) — 0.
x 1 x— 400
La série de fonctions Y gn converge normalement sur |0, +oo[ car : Vn € N*, Vz >0, 0 < gn(z) = m < n31/2 et la

série numérique Y % converge.
n

D’une part liT gn(z) = 0; d’autre part la série de fonctions > gn converge (normalement, donc) uniformément sur
r—r+00

oo
. i i limite : 1i T(x) = li =0.
[0, +o0[. On peut donc intervertir somme et limite Sl (z) X:l (IJTOO gn(x)) 0
n=
On montre que la convergence n’est pas uniforme sur [0, +oo[ par I’absurde, en utilisant la question 6 et le théoréme de la

double limite. Pour chaque n € N*, f,, () —+> ﬁ Supposons que la série de fonctions Y fn converge uniformément
xr—r+0o0

sur [0, +o0o. Alors la série numérique Z lirf fn(z) converge. C’est absurde car > ﬁ diverge.
xr—r+o0

Exercice 4 (tiré de CCP Maths 1 MP 2015).

Soit, pour chaque n € N* et pour tout = €]0, +o0|, fn(x) = e "% — 27212,

1. Soit n € N* : montrer que la fonction f,, est intégrable sur |0, +o00[ et calculer 'intégrale f0+°o fn(z)da.
2. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur |0, +o00].
o0
Calculer, pour chaque réel x strictement positif, S(x) = Z fn(2).
n=1
ez . +
Montrer que l'intégrale impropre fo <8 (x) dzx est convergente et la calculer.
3. En déduire, sans aucun calcul, la nature de la série ) f0+oo | fr(z)| de.
1. Soit n € N* : pour tout & > 0, |fn(x)] < e™"® 4 27 2"% et les intégrales f0+°° e " dyx et f0+°° e~ 21T dg convergent, donc
O+°° | fn(z)| dz converge. Et f0+°° fn(z)dz = f0+°° e " dx — 2 f0+°° e 2% dy = 0.

2. Soit & > 0 : les séries e "% et > e"2"% sont des séries géométriques de raisons strictement inférieures & 1 (car x > 0),
donc la série > fn(x) est convergente car c’est une combinaison linéaire de deux séries convergentes. Calculons la somme
partielle :

N _ N _
z:e_m”:e_””-ilie Bl — e_“”-i1 et 26_2”126_22-7176 o — 6_22-71 .
1—e % N—oo 1—e® 1—e 2% N-ooo 1—e 22
n=1 n=1
Donc la série de fonctions Y fp converge simplement sur ]0, +o00[ vers la fonction
g ZﬁHe_z-;726_2z~ 1 :e—z.(l+e_z)726—22 _ e~ 7 .
1—e® 1—e 2% 1—e22 1+e®
Soit @ > 0. Pour calculer foa S(x) dz, on fait le changement de variable u = e~®. La fonction x — e~ est de classe C!,
d’ou :
a S| —a
/ S(z)dm:—/ —— du = —[In|1+ul]§ — In2.
0 1 14+u a——+o0o
D’ou l'intégrale f0+°° S(x) dz converge et vaut In 2.
3. D’apres le théoreme d’intégration terme et terme sur un intervalle quelconque, si :

(7) la série Y fn(x) converge vers S(z) pour tout z €]0, +oo[;
(i4) la série Y [(7°° |fn ()| dz converge;

s +oo +oo
alors S est intégrable et Z / fn(x)de = / S(x) dx.
n=1"0 0



i +oo 0 +o0
Or Z / fn(z)de = Z 0 = 0 d’apres la question 1 et / S(z)dx = In2 d’apres la question 2, d’out (par l’absurde) : (3)
n=1 0 0

n=1

ou (i) est faux. Or (2) est vrai d’apres la question 2. D’ou (47) est faux. Donc la série > f0+°° | frn(z)] dz diverge.

Exercice 5. Soient une suite numérique (¢, )nen telle que la série Y ¢, converge absolument et, pour chaque

n € N, la fonction
n

t
fn : R—)R, tHCn*'
n!
1. Soit un réel a > 0. Montrer que la série numérique % est convergente et en déduire que la série de
fonctions Y f,, converge normalement sur [—a, +a].

o0
2. Montrer que la fonction f : ¢t — Z fn(t) est définie et continue sur R.
n=0
“+00o yn

3. Montrer que, pour chaque n € N, 'intégrale généralisée / —'e*t dt est convergente et la calculer.
0 n.

+00 >
4. Montrer que l'intégrale / f(t)e " dt est convergente et qu'elle est égale & Z ¢ D> théoreme 16.
0

n=0

1. La suite u, = %L
D’Alembert.
La série Y ¢, étant convergente, la suite ¢, tend vers 0 et est donc bornée : IM € R, Vn € N, |¢,| < M. Pour tout
(n,t) € NX [—a,+al, |[fn(t)] = |cn| ‘il,n < M‘:L—y,l Or la série numérique ‘:L—T est convergente d’apres la question précédente.
Donc la série de fonctions Y f, converge normalement sur [—a, +a].

est strictement positive et u::itl = 2. — 0, donc la série Y up converge d’apres la régle de

ntl p o

2. Soit a > 0. La série de fonctions > f, converge normalement sur [—a, 4-a|, or chaque fonction f,, est continue sur [—a, +al,
donc la fonction f est définie et continue sur [—a, 4a]. Ceci est vrai pour tout a > 0, donc aussi sur R.

3. Pour tout n € N, t"e~t = t"e~t/2¢t/2 = K (e*/2). Or e~*/2 ne change pas de signe et f0+°° e t/2 dt converge,
— 400

+oo 4n too ¢n
donc / —'e_t dt est convergente et on montre par récurrence que / —'e_t dt = 1.
0 n. n:

4. Soit, pour chaque n € N, g, : t + fn(t)e~t. On utilise le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle
quelconque :

— chaque fonction gy, est intégrable d’apres la question précédente ;

— la série de fonctions Y g converge simplement sur R vers la fonction g : ¢t +— f(t)e™! cpm d’aprés la question 2;

— la série numérique > f0+°° |gn| est convergente car, pour tout n € N, f0+°° |gn| = |en| (d’apres la question précédente)
et la série numérique > ¢y, converge absolument par hypothese.

—+oo

D’ou la fonction g est intégrable et /
0

oo
égale a E Cn.
n=0

oo +oo —+oo
g(t)dt = Z / gn(t) dt. Donc I'intégrale / f(t)e™tdt est convergente et
n=070 0

Exercice 6 (LA FONCTION ZETA DE RIEMANN). Soit, pour chaque n € N*, la fonction
1
fn T R=>R z— —.
nw

1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur U'intervalle I = |1, +o0].
2. Soit a > 1. Montrer que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur [a, +00[.

3. Calculer sup |f,(z)| pour chaque n € N*. Montrer que la convergence de la série de fonctions 3 f,, n’est
xzel

pas normale sur 'intervalle I.



4. En utilisant le théoréme de la double limite, montrer que la convergence de la série de fonctions > f,
n’est pas uniforme sur 'intervalle I.

oo

1
5. Montrer que la fonction ¢ : x — E — est définie et continue sur I.
n=1 n
o0
. 1 , Inn
6. Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur I et que, pour tout z € I, {'(x) = — Z —.
n
n=2

7. En utilisant le théoreme de la double limite, montrer que lirll ((x)=11> exo 7duTD 1.
Tr—r 400

1. Soit > 1. D’apres le critere de Riemann, la série numérique n% converge. Donc la série de fonctions ) f, converge
simplement sur I.
2. Pour tout z > a, n% < n% Or la série numérique > n% converge. Donc la série de fonctions Y f, converge normalement

sur [a, +ool.

Ve €1, [fu(2)] < un

un converge

1
. Or sup | fn(z)| = =, dolt up, > +.
zel n

s ) s .
3. Par I’absurde : supposons qu’il existe une suite u,, telle que { -

Or la série Z% diverge. C’est absurde. Donc la convergence n’est pas normale sur /.
1

n’

4. Par Pabsurde. Pour chaque n € N*| f,,(z) —
z—1+

(théoréme de la double limite) la série numérique > % converge. C’est absurde. Donc la convergence n’est pas uniforme
sur I.

d’ou : si la série de fonctions Y fn converge uniformément sur I, alors

5. La série de fonctions ) fn converge simplement sur I, donc sa somme ¢ est définie sur I = |1, +ool.

Soit a > 1. La série de fonctions ) f, converge (normalement d’apres la question 2, donc) uniformément sur [a, +00] et
oo

chaque fonction f;, est continue sur [a, +oo[, d’ou la fonction ¢ = Z fn est continue sur [a, +ool.
n=1
Ceci est vrai pour tout a > 1, donc la fonction ¢ est continue sur |1, +oo|.

6. Soit a > 1. On va appliquer le théoréme de dérivation terme & terme sur 'intervalle [a, 400 :

— pour chaque n € N*, la fonction f, est de classe C! sur [a, +oo[ et Va € [a, +o0], fh(x) = 771;;" ;

— la série de fonctions Y f, converge simplement sur [a, +o0o[ d’apres la question 1;

— la série de fonctions Y f/ converge normalement, donc uniformément sur [a, +00].

En effet, Vn € N*| Vz € [a,+oo[, |f,(z)] < 12# et la série 1::% converge car
. e>0

Inn _lnn. _L__ , < a175>, en choisissant

" " n n—oo \ M a—e>1

o0
Donc la fonction ¢ est de classe C' sur [a, +oo] et Yz € [a, +oo], ¢/(x) = Z fl(z). Ceci est vrai pour tout a > 1, donc : la
n=1

o0
1
fonction ¢ est de classe C! sur I et Vz € I, {'(z) = — n—:
n
n=2
7. Soit a > 1. On va appliquer le théoréme de la double limite sur I'intervalle [a, +00] : la série de fonctions Y fn converge

lsin=1

uniformément sur [a, +00[ et, pour chaque n € N*, f,(z) —+> {0 in>1
T—+00 S1n

oo

Donc .’I)EE’I}OO C(z) = Z zgr}rloo fn(z) =1.

Exercice 7 (théoreme de la convergence dominée). Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable
sur Uintervalle 0, 1[. Pour chaque n € N, pour tout ¢ €]0, 1], on note

Falt) = (1"Ef(8) et Sa(t) =) fult).
k=0
1. Montrer que : Vn € N, Vt €]0,1[, |S,(t)] < |f(t)].

2. En déduire que 1f(t)dti/lf(t)dt
. q T 7n:0 T .



- (-t

1. Soient n € N, pour tout t €]0,1[ : S, (¢) = Z( DFRF) = Z( DRk = f(t )177(715) Or, d’apres I'inégalité

triangulaire, |1 — (—=t)" | <147+l <1 +t donc |Sn ()] < |f(t )\
2. On applique le théoreme de la convergence dominée a la suite de fonctions (S,) qui est dominée grace a la question

précédente :

f()

e qui est cpm car f l'est par hypothese;

— (Sn) converge simplement sur 0, 1[ vers la fonction ¢ +—

— pour tout (n,t) € Nx]0,1[, |Sn(t) < |f(t)| indépendant de n et fO |f] est convergente car f est intégrable par
hypothese.

1 1
t
Donc on peut intervertir limite et intégrale : / lim Sy (t)dt = / M dt est égal a
g n—oo o 1+t

nleoo/()l Sn(t)dt:nli_)moo/ ka t)dt = lim Z/ fr()dt = Z/ I (t) dt.

0 k=0



