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CORRIGE DE LA COLLE N° 10

Séries de fonctions

5 DECEMBRE 2024

Exercice 1. Soit, pour chaque n € N*| la fonction f,, définie sur [0, 00| par

1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, +o00].
2. Montrer que la convergence de la série Y f,, n’est pas normale sur [0, +oo].
3. Soit a > 0. Montrer que la convergence est normale sur [a, +00].

o0
2 4
4. Soit un entier naturel p > 0. Montrer que Z fn () > —.
n=1 €

vP/)
5. La série de fonctions Y f, converge-t-elle uniformément sur [0, +oco[? sur ]0, +oco[ ?
> Trois méthodes dans le corrigé.

1
1. Soitx >0: fu(z) =0 (%) car n2 fn(z) = ndx2e VN = —_yBe~¥n 5 0, avec yn = x/n.
n x4 n— 00

Or la série n% converge, d’out la série Y fn(xz) converge. Donc la série de fonctions ) f, converge simplement sur
10, +o0[. Et si = 0, alors f(0) = 0, d’ott la série Y f,(0) converge. Donc la série de fonctions > f, converge simplement

sur [0, +o00l.

2. Chaque fonction f, est dérivable sur |0, 4oco[ et f/(z) = nz(2 — 2v/n)e *V™. Dot sup |fu(z)| = fn (%) = ;%.
x€[0,+o00]
D’oui la série ). sup |fn(zx)| diverge, donc la série de fonctions ) fn ne converge pas normalement sur [0, +ool..
z€[0,4o00[

N 2
3. (La méme méthode a été utilisée a la > q.3 de I’exo 1 du TD n°5.) A partir d’un certain rang n, — < a, d’out (tableau
n
des variations) : Vz > a, sup |fn(z)] = fn(a) Or la série Y fn(a) converge d’apres la question 1, donc la série de

z€la,+oo[
fonctions Y fn converge normalement sur [a, +00].

N SIENRAEARS
5. Soit S(z) = g:l Folz) :

— PREMIERE METHODE [> théoréme 9 du chapitre VII. S(0) = 0 mais S (%) ne tend pas vers 0 quand p — oo

4
car S (%) > —- D’ou la fonction S n’est pas continue en 0, donc la série de fonctions > f, ne converge pas
e

uniformément sur [0, +oo[. (Par I'absurde : si la convergence était uniforme sur [0, +oo[, alors la fonction S serait
continue sur [0, +00[ car chaque fonction f, 'est.) Cette méthode ne permet pas de conclure sur I'intervalle 0, +oo|.

— DEUXIEME METHODE [> théoréme 12 du chapitre VII. Pour chaque n, f,(z) tend vers 0 quand z tend vers 0 mais S(z)
ne tend pas vers 0 quand z tend vers 0. Donc la série de fonctions 3 fn ne converge pas uniformément sur ]0, +ool.
(Par I’absurde : si la convergence était uniforme sur ]0,4o0|, alors lim; 0 S(x) serait égal > 72, limgy 0 fi(x)
d’apres le théoreme de la double limite.) A fortiori, il n’y a pas non plus convergence uniforme sur [0, +00].



— TROISIEME METHODE [> méthode 3 du chapitre VII. La série de fonctions Y f, ne converge pas uniformément
sur ]0, +oo[ car la suite des fonctions f, ne converge pas uniformément sur ]0,+oo[ vers la fonction nulle car

fn (%) = e% ne tend pas vers 0. A fortiori, il n’y a pas non plus convergence uniforme sur [0, +00|.
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Exercice 2. Soit, pour tout k € N* et pour tout réel x > —1, fi(z) = PR
x

+oo
1 1
1. Montrer que S(z) = E (k — k—f—) est défini pour tout réel z > —1.
x
k=1

Et que la fonction S est monotone sur l'intervalle | — 1, +o00|.

2. Soit a > —1. Montrer que la série de fonctions Y fi converge normalement sur | — 1, a].
Et que la fonction S est continue sur l'intervalle | — 1, 4+00].

3. Montrer que, pour tout x > —1:
1

BT

Et déterminer un équivalent de S(x) quand le réel = tend vers —17F.

S(z+1) - S(x)

4. Déterminer un équivalent de S(n) quand lentier n tend vers oc.
5. Montrer que la fonction S possede une limite en +o0o et déterminer cette limite.

6. Déterminer un équivalent de S(z) quand z tend vers +oo.

x
1. Pour chaque k € N*| la fonction : x+— L+ — L est définie sur ] — 1, 4o00[. Soit z > —1 : r) = —, d’ou
q Tx E T Fte ] [ I(@) k(k + z)
| fr(z)] W ll;%l La série Y 1%2 converge, d’oul la série numérique Y fx(z) converge (absolument). Donc la fonction S est
—00

définie pour tout x > —1.
Soient deux réels z et y tels que —1 < z < y. Pour chaque k € N*, fr(z) < fi(y), d’ott S(z) < S(y). La fonction S est
donc croissante.

1 1
2. Soit a > —1. Pour tous k > 2 et x €] — 1,a], |fx(z)| < M. Or la série Z M converge. D’oti la série de

k(k—1) (k—1)
fonctions Y f converge normalement sur | — 1, a].
La série de fonctions Y fi converge normalement, donc uniformément sur | — 1,a]. Or chaque fonction fj, est continue sur
| — 1,a]. . Donc la fonction S est continue sur | — 1, a]. C’est vrai pour tout a > —1. Donc la fonction S est continue sur
] —1,+00].
n
. . 1 1
3. Soit, pour chaque n > 1 et chaque > —1, la somme partielle S, (x) = Z <7 - ) :
= k k+z
n
1 1 1 1 1 1
Sn(x+1) — Sp(x) = — = — — .Dou S(x+1) — S(z) = .
n ) = Sn(2) I;(kJr:p k+1+x) 14z n+ld+znscolta (@+1) - S@) 1+z
S S 1
Dou _(—:f) =1+ (1_7-1_) =1—(1+x)S(x+1). Si z tend vers —11, alors S(x + 1) tend vers S(0) car S est continue
Ttz Itz

5(z)
=1
14+x

4. Soit n € N* : S(n) = S(0) + ZZ;& [S(n 4+ 1) —S(n)]. Or S(0) = 0 et, d’apres la question 3, S(n+ 1) — S(n) = %H D’ou
S(n) =3r_1 % ~ In(n) (comparer série et intégrale).

(d’apres la question 2). Dot (1 + 2)S(z + 1) tend vers 05(0) = 0. Donc tend vers 1. Donc S(z) ~

=1
14z "

5. La fonction S est croissante, donc elle posséde une limite en +o0o d’apres le théoréme de la limite monotone. Or S(n) tend
vers 400 car équivalent & In(n). Donc liIJrrl S(z) = +o0.

Tr—r+00
6. Pour tout z > —1, |z] <z < |z| +1, dou S(|z]) < S(z) < S(|z] + 1) car la fonction S est croissante. D’ot1, pour tout
S(le) | S(e)) _ 5@ _ Sl +1) _ S(le)+1)
"In(lz] +1) T In(z) ~ In(z) = In(z) ~ In|z]

S(lz]) In|z] 1

~ — 1 s 1) =1 In(l+ ) =1 .

]+ D) " (] £ 1) oot Lo el + D) = Inle) + o (14 0p) = L))

In(1+27) S(x)
[z] o 5 o
(1 + =T ) oo In|z|. De méme pour le second gendarme. D’olt In(z) 51w

xz>1 . Etudions le premier gendarme : S(|z]) ~ In[z]
T—+00

d’apres la question 8, d’ou

1. Donc S(z) ~ In(z).



