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CORRIGE DE LA COLLE N° 11

Séries de fonctions & produits scalaires

12 DECEMBRE 2024

Exercice 1 (La fonction zéta de Riemann est log-convexe).
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On rappelle que ((z) = Z — est défini pour tout = > 1.
nx
n=1
On dit qu’une fonction f est log-convexe si la fonction f est strictement positive et si la fonction Inof est

convexe.
N
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1. Soit N € N* et, pour tout x > 1, Sy(z) = E —. Montrer que la fonction Sy est deux fois dérivable
n
n=1
sur |1, +o0[ et que

[Si(@)]" < () - Sx(a)
pour tout z > 1.
2. En déduire que [¢'(z)]* < ¢ (x) - ¢(z) pour tout z > 1.
3. Conclure que la fonction ¢ est log-convexe.

4. Montrer que, si une fonction est log-convexe, alors elle est convexe.
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1. Soit, pour tout n € N* et pour tout z > 1, fn(z) = — = e~ *!""  Chaque fonction f, est deux fois dérivable sur
n
-1 Inn)?
11, +oo[ et, pour tout = > 1, f/(z) = zn et fI/(z) = (nz) . Par suite, pour tout N € N*, la fonction Sy est
N nl N n
deux fois dérivable et [Sf\,(:c)]2 = (Z _7;77') = (u,v)2, ot (u,v) est le produit scalaire usuel des deux vecteurs
n=1
In1 In N 1 1 e 1es
u= (195/2 R W) et v (195/2 I W) de RYN. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, (u,v)? < ||ul|?||v]|?. Or
2 J (Inn)? 1" 2 - 12 ! 2 "
||l = Z T E S () et ||v||? = Z I Sn(z). Donc [Sh(z)]” < SR (2) - Sn(x) pour tout = > 1.
n=1 (n ) n=1 (’Vl )
N 2 N N
2. On a prouvé que |:Z f;b(x):| < Z () - Z fn(z). Il reste & prouver que :
n=1 n=1 n=1

— les limites lim Sx(z), lim Sh/(x) et lim S} (x) existent, cela permettra d’écrire
N — o0 N—oco N—oo

oo 2 oo
{Z fé(w)] < @) (@)
n=1

n=1

car les inégalités larges passent a la limite N — oco;

(oo} e o]
— on peut dériver terme a terme, cela permettra d’écrire Z fi(z) = (z) et Z il (z) = ¢"(=).
n=1 n=1

Pour ce faire, on utilise le > corollaire 19 du chapitre VII. Soient a > 1 et ¢ >0tel quea—e > 1:

* Chaque fonction f,, est de classe C? sur [a, +oo[.
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xx Les séries de fonctions > fn et > f/ convergent simplement sur [a, 00| car, pour tout = > a, 0 < fp(z) < — et
n

1 Inn _Inn 1 1
so. s 5 N RS . / _
la série numérique E e converge d’apres la critere de Riemann. Et |fn(x)| < e < e e = "9 (na—s ),
1
la suite ne change pas de signe et la série numérique g converge.
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xxx La série de fonctions 3 f// converge normalement (donc uniformément) sur [a, +oo[ car |f)(z)| <

(nn)?2 1 1
ne na—E_n—o>oo na—¢ J°

Donc la fonction ¢ est de classe C2 sur [a, +00[ et on peut dériver terme & terme. C’est vrai pour tout a > 1, donc sur
]1, +00[. En conclusion, [¢/(z)]? < ¢"(z) - ¢(x) pour tout z > 1.

oo

3. D’une part, la fonction ¢ est strictement positive car {(x) = Z
n=1

/n/f

1
ne

> 1 pour tout > 1. D’autre part, la fonction In o est

d "(z
convexe car elle est deux fois dérivable (par composition) et sa dérivée seconde est positive. En effet, T Ino¢(z) = (@)
Tz

R

d? _
d’ott = Ino¢(z) = %&;(zw > 0 pour tout > 1, d’apres la question précédente.
x

4. On suppose que la fonction f est log-convexe. Soient x et y deux réels appartenant a ’ensemble de définition de la fonction
f. Soit X € [0,1]. On veut montrer que f(Az + (1 —N)y) < Af(z) + (1 —X)f(y) :
Inf(Az + (1 = AN)y) < Aln f(z) + (1 — X) In f(y) car f est log-convexe.
Dou f(Az+ (1 — N)y) <exp[Aln f(z) + (1 — A)In f(y)] par croissance de la fonction exp.
Enfin, la fonction exp est convexe, d’ott exp [Aln f(z) + (1 — N In f(y)] < Af(z) + (1 — N f(y).
Dot f(\ + (1 — \y) < Af(@) + (1 - N f(y).

Donc la fonction f est convexe.

Exercice 2. Soient E un espace euclidien, u et v deux vecteurs non nuls, et f ’endomorphisme défini par :
Ve e E, f(x)=(v|z)u.
1. Soit B une base orthonormée de F, dans laquelle u et v sont représentés par les vecteurs colonnes U et
V. Exprimer, grace a ces vecteurs colonnes :
— le produit scalaire (u | v);
— la matrice, dans la base B, de ’endomorphisme f.

2. Déterminer les noyau et image de f

3. On suppose que u n’est pas orthogonal & v. Montrer que les noyau et image de f sont supplémentaires
et que f est diagonalisable. Quel est le spectre de f 7

4. On suppose que u est orthogonal a v. Déterminer fo f. Les noyau et image de f sont-ils supplémentaires ?
L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

1. Notons la base B = {e1,...,en} :
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it Z?:l uivjesle;)
= Dioquivi

= tyv.

Par suite, pour tout x € E :

fl@) = (V-X).U
= U-(*V-X) car!V.X est une matrice 1 x 1 et commute donc avec U
= (U-tV)-X car la multiplication matricielle est associative.

La matrice de f dans la base B est donc la matrice carrée U -t V.

2. Pour tout « € E, f(x) = (v|z)u est colinéaire au vecteur u. Donc I'image de f est incluse dans Vect(u) et est donc égale &
{0g} ou & Vect(u). Or f(v) = (v|v)u est non nul, donc Im f = Vect(u).
Si z € Ker f, alors (v|z)u = 0. Or u # O, d’ou (v|z) =0, donc Ker f C (Vect(v))J‘. Réciproquement, si x appartient &
(Vect(v))1, alors f(z) = 0. Donc (Vect(v))! = Ker f.



3. Si u n’est pas orthogonal & v, alors u n’appartient pas au noyau de f, d’ou Im f N Ker f = {Og} et, comme dim F =
dimIm f + dim Ker f (théoréme du rang), noyau et image sont supplémentaires.
Le noyau de f est le sep associé a la valeur propre 0. En outre, u est un vecteur propre associé & la valeur propre (v|u)
car f(u) = (v|lu)u et u # Og. D’ot une base adpatée & la somme directe Im f @ Ker f = E sera une base de E formée de
vecteurs propres de f. Donc f est diagonalisable et Sp(f) = {(v|u);0}.

4. Si u est orthogonal a v, alors

fo f(x) = ulvlulv|z)) = ulv|u)(vlz) =0

pour tout « € E, donc f o f = 0. Noyau et image ne sont pas supplémentaires car u appartient a leur intersection.
En outre, la seule valeur propre possible de f est 0 car 0 est la seule racine du polynéme X2, annulateur de f. Si f était
diagonalisable, alors ce serait ’endomorphisme nul. Or f(v) = u{v|v) # 0g. Donc f n’est pas diagonalisable.



