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CORRIGE DU D.M. N° 6 DE MATHEMATIQUES

13 décembre 2024

Partie A - les polynomes de Tchebychev

Soit (T}, )nen la suite des polyndémes de Tchebychev définie par
TO =1 N T1 =X et Vn € N, Tn+2 = 2ern+1 — Tn

1. Montrer que, pour chaque n € N*, le degré du polynéme T,, est n et le coefficient du terme dominant de
T, est 21

2. Montrer que, pour chaque n € N et pour tout 6 € R,
T, (cos ) = cos(nb).

3. Soit n > 2. On pose, pour chaque entier naturel &,

7r 7r
ap, =cos|— +k—).
2n n
Montrer que les réels aq, - - - ,a,_1 sont distincts deux a deux. Déterminer les racines du polynoéme T;,.

Partie B - vecteurs propres

Soient n € N et 'application ¢ définie par
o(P)=XP —(1-X?*P"

pour tout polynome P € R, [X].
4. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
5. Montrer que, pour tout réel z € [—1,+41], T,,(x) = cos(n - Arccos(x)).
6. En déduire que, pour tout x €] — 1, +1],

(1 — 2T/ (z) — 2T/ (z) + n*T,(z) = 0 (En)

7. Montrer que I’équation (&,) est vérifiée pour tout x € R.
8. En déduire que T;, est un vecteur propre de .

9. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ? Est-il bijectif ?

Partie C - un produit scalaire

Pour tous polynomes P et @ a coefficients réels, on pose

+1 1

(P|Q)= . P@)Q@")ﬁ dz.



+1 1
—1 \/1 —1'2

11. En déduire, pour tous polynémes P et ) dans R[X], la convergence de I'intégrale (P | Q).

10. Montrer que 'intégrale dx est convergente.

12. Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

13. On note || - || la norme associée & ce produit scalaire.

Pour chaque n € N, calculer / cos?(nf) df et en déduire ||T,,|.
0

+1
14. Montrer que, pour tous polynémes P et @ dans R[X], (p(P) | Q) = / P'(2)Q' ()1 — 22dz. En
-1

déduire que (p(P) | Q) = (p(Q) | P) pour tous polyndmes P et Q.
15. Montrer que (Tp, T4, -+ ,T;,) est une base orthogonale de R, [X].

Partie D - une méthode de quadrature

Soit n > 2. On cherche (A, -+, A\,—1) € R™ tel que

+1 P(IZ’)
—1 V 1-— 1‘2

ou les réels ay ont été définis a la question 3.

VP € R,_1[X], do = Z_j MPlap) (%)
k=0

+1 k

x
16. Pour chaque k € [0,n — 1], on note by, le réel ————dx qu’on ne cherchera pas a calculer.
[ I v
Montrer qu'une n—liste (Ag, -+, Ap—1) vérifie la propriété (x) si, et seulement si,
1 1 1 1 Ao bo
ag ax “tr Up—2 Gp_1 A by
ag af eap_y an_y A2 = ba
ag™t  at o a"Ty T An—1 bn—1

17. Rappeler le déterminant de la matrice carrée apparue dans la question précédente. En déduire qu’il
existe une unique n—liste (Ao, -, Ap—1) vérifiant la propriété (x).

18. En effectuant une division euclidienne par le polyndéme T,,, montrer que la propriété (x) est vraie pour
tout polynome P appartenant & Ro,_1[X].

Partie E - une autre expression des polynéomes de Tchebychev
19. Montrer que, pour tout n € N et pour tout 6 € R,
T, (ch 6) = ch(n#).

20. En déduire que, pour tout n € N et pour tout réel x > 1,

(+ Va2 —1)" + (z — Va2 — 1)"
5 :

Ty(z) =

Partie A - les polyndomes de Tchebychev



1. Par récurrence, on prouve, pour tout n € N*| la propriété Py, : « le polynéme T, a pour degré n et le coefficient de son
terme dominant est 2771 ».
La propriété P; est vraie car 71 = X a pour degré 1 et le coefficient de son terme dominant est 2°. Et P> est vraie car
Ty = 2X?2 — 1 a pour degré 2 et le coefficient de son terme dominant est 2'.
Si P, et P71 sont vraies, alors Pp,2 est vraie car Ty = 2X - (27 X"+ 4...) — (2771 X™ +...) a pour degré n + 2 et
le coefficient de son terme dominant est 27t1.
Donc P,, est vraie pour tout n € N*.

2. Par récurrence, on prouve que, pour tout n € N, Ty, (cos 0) = cos(nb).
La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 car Tp(cos@) = 1 = cos(00) et T7(cos @) = cosd = cos(16).
Si la propriété est vraie aux rangs n et n + 1, alors elle est vraie au rang n + 2 car Ty,42(cos6) = 2cos 0Ty, +1(cos6) —
Ty (cos @) = 2cosfcos(n+ 1)0 — cosnb. Or cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb pour tous réels a et b, et en particulier
pour a = (n+1)0 et b=60. D’ott Ty, +2(cos f) = cos(n + 2)6.
La propriété est donc vraie a tout rang n € N.

3. Soit n > 2. Pour chaque k € [0,n], 5~ + k7 appartient & l'intervalle [0, ]. Or la fonction cos est strictement décroissante

sur cet intervalle, donc elle y est injective. Par suite les n réels ag, - - - , an—1 sont distincts deux & deux. D’apres la question
2, ce sont des racines de Ty, car Ty, (ag) = cos [n - (55 + kZ)] = cos(§ + k) = 0 pour tout k € N.

Partie B - vecteurs propres

4. D’une part, ¢ est linéaire car, pour tous «, 5 dans R et P, Q dans R, [X],

plaP+BQ) = X(@P' +BQ)—(1-X*)(aP"+pQ")
= a[XP -(1-X>P']+8[XQ - (1-X*Q"]
= ap(P)+ Be(Q).

D’autre part, pour chaque k > 2, o(X*) = XkXF~1 — (1 — X2)k(k—1)X*"2 = k2X* — k(k — 1) X*~2. De plus ¢(1) =0
et o(X) = X. Par suite, Vk < n, p(XF) € R,[X]. D’olt R,[X] est stable par ¢.
Donc ¢ est un endomorphisme de R, [X].

5. Soit € [—1,+1] : posons 6 = Arccos(z). Alors cosf = x et, d’apres la question 2,

Tn(z) = Th(cos ) = cos(nb) = cos(n - Arccos(z)).

. L, . o _ ’ — —1
6. La fonction Arccos est dérivable sur | — 1, +1[ et, pour tout x €] — 1, +1[, Arccos’(x) ek
d _
D’ou T} (z) = o cos(n - Arccos(z)) = —sin(n - Arccos(w))ﬁ et
d d
T (z) = o sin(n - Arccos(z)) - \/% + sin(n - Arccos(x)) - T \/%
2
= —cos(n - Arccos(z)) - 1 f = + sin(n - Arccos(z)) - %ﬁ,’
On en déduit que, pour tout = €] — 1, +1],
(1= 2T} (2) — 2T}, (2) + n*Tn(z) = 0 (€n)

7. De la question précédente, il résulte que tous les réels de | — 1, +1[ sont des racines du polynéme (1 — X2)T — XT!, +n2T,.
Ce polyndéme est donc nul car il posseéde une infinité de racines. Donc I’équation (&, ) est vérifiée pour tout = € R.

8. On vient de montrer que (1 — X2)TY — XT!, +n?T,, = 0. D’ott XT/, — (1 — X2)T! = n?T,, autrement dit : ¢(T},) = n2Th.

Le polynéme T}, n’étant pas nul, c’est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre n?.

9. Le spectre de ¢ est {k?,k € [0,n]}. Son cardinal est n + 1 = dim R,[X], donc

I’endomorphisme ¢ est diagonalisable . De plus 0 € Sp(y), donc o n’est pas bijectif

Partie C - un produit scalaire



+1 1
10. L’intégrale / —_
& 1 V1—2a2

+1 1 0 1
dx est convergente si, et seulement si, les deux intégrales / ————dx et / ——dx
’ ’ o Vi-a? VI
le sont.
/a ! 4z = [Arcsin(@)]® = Arcsin(a) —» . Dot 1 jore intégrale est
——— dx = [Arcsin(z)]§ = Arcsin(a —. D’ol la premiére intégrale es
0o Vv 1- 1‘2 0 a—1— 2 &

convergente et, de méme, la deuxiéme.

PREMIERE METHODE. Soit a € [0,1] :

1 1 1 1
DEUXIEME METHODE : = ~ ——.0Or
Vi—22 /A -2)(1+2) en1- V2VI—2

Riemann en 0 (avec o = %) D’ou la premieére intégrale est convergente et, de méme, la deuxiéme.

Lo
/ Vi dx converge d’apres le critere de
0 —z

11. La fonction z — P(z)Q(z) est continue sur le segment [—1,+1], elle y est donc bornée. Par suite, il existe un réel M

tel que : Vo € [~1,+1], [P(2)Q(x)| < M. Dot | LELE)

<M-—
V1i—x2 |~ V1—x2?

précédente, I'intégrale (P | Q) est donc absolument convergente.

pour tout z €] — 1, +1[. D’apreés la question

12. On veut montrer que la forme (-|-) est bilinéaire, symétrique, définie positive :

5Pl =yt FRE e = [ D de = Q| P)

B (aP + BQ|R) = a(P|R) 4+ B(Q|R) par linéarité de I'intégrale. D’ou la linéarité & gauche de (-|-) et la bilinéarité

par symétrie.

x2

2
P (P|P) = fjll % dx > 0 car c’est l'intégrale d’une fonction positive.

P*(z)

2
D Supposons que {P|P) = 0. Alors fj‘ll 517(71)2 dz = 0. Or la fonction z — = est positive et continue, d’ott
s —

Vz €] — 1,+1[, P(z) = 0. Le polynéme P a donc une infinité de racines, ce qui prouve que P = 0.

1 2n0 4 1 in(2n0)1"™

H#W, dyoﬁ/ cos(nf) db = [9+ 31127")] — T B, sin=0, alors
0 n

13. On linéarise : si n # 0, alors cos?(nf) = 5

/ cos?(nd) d = / 1df = .
0 0
Ty (x)

+1
Or || Tn|l = V/{(Tn|Tn) et (Tn|Tn) = ————= dz. Changeons de variable : x = cosf. La fonction 6 — cosf étant
—1 V1—2?

+1
de classe C! et strictement monotone sur |0, [, /
-1

0

T2(x) 9 T?2(cosb)
Vi—2 7 Ja Vicco?o
V1= cos20 = Vsin2 0 = | sin 0] = sin § pour tout 6 €]0, 7[.
Donc || Ty || = +/7/2 pour tout n € N*. Et ||Tp|| = +/7-
14. Soient P et @ deux polynémes de R[X] :
+1

<<p(P)\Q>=/1

T
(—sinh) db = / cos2(nf) db car
0

/ 2 p ! = +1u’xvm T
[xP(x%(lfx)P(w)]@(awﬁdx—L (@)o(z) de,

ott les deux fonctions u :  — —P'(z)v/1 — 22 et v : 2 +— Q(x) sont de classe C! sur | — 1, +1[ et ont des limites finies en
—1 et en +1. D’ol, en intégrant par parties :

+1 +1
((P) | Q) = [u(z)v(a)]*] - /71 u(z)v'(z) dz = 0+ /71 P'(2)Q'(x) V1 — a2 dz.

+1
On a montré que, pour tous P et Q dans R[X], (¢(P) | Q) = / P'(2)Q’(z)V'1 — 22 dx. Par suite (p(Q) | P) =
-1

+1
/_1 Q' (z)P'(x)V/1 — 22 dx est égal & (p(P) | Q).

15. Si m # n, alors les polynémes T}, et T, sont des vecteurs propres de ¢ associés aux valeurs propres distinctes m? et n?
d’apres la question 8. Or les réels (@(Tim) | Tn) = m2(Tm | Tn) et (o(Tn) | Tm) = n?(Ty | Trm) sont égaux d’apres la
question précédente. D’olt le réel (T}, | Ty ) est nul, donc Ty, L Th,.

La famille de n + 1 vecteurs (Tp, T4, - ,Tn) est orthogonale, aucun de ses vecteurs n’est nul, elle est donc libre et c’est
une base car n 4+ 1 = dim R, [X].

Partie D - une méthode de quadrature



16.

17.

18.

P n—1
(@) dretg:Rn_1[X] > R, P— Z A;jP(a;) sont linéaires.

+1
Les deux applications f : R,—1[X] = R, P+ / —
pp i Rpoa[X] I - 2

D’ou :

VP € R, 1[X], g(P) = f(P) <= Vie[0,n—1], g(X*) = f(X%) car (1,---, X" 1) est une base de R,,_1[X]

n—1
= Vie[o,n—1], > Aal =b
=0
1 1 1 1 Ao bo
ao a1 an—2 Qan-1 A1 by
2 2 2 2
— ap ay Up—2  Op_q A2 — b
ag”t a7 anTy Ty An—1 bn—1
Le déterminant de la matrice carrée est un déterminant de Vandermonde, égal a H (aj — a;). Il est non nul car les
0<i<j<n~—1
n réels ag, -+ ,an—1 sont distincts deux & deux d’aprés la question 3. D’ou la matrice carrée est inversible. Il existe donc
une unique n—liste (Ao, -+, An—1) vérifiant la propriété (x).
o P(x)

Soit P € Ra,,—1[X] : la division euclidienne de P par Ty, donne : P = T,,Q + R et deg R < n. D’ou / dr =

1 V1—2z2
/“ Ln(@)Q(=) o * R(x) R(z)
M\ dr ek Sl ek S
-1 V1—22 1 V1—22 1 V1-—22
Or le quotient @ est de degré inférieur & n — 1 car degTy, = n d’apres la question 1. D’ou T3, L @ d’apres la question 15.
1P ! _R(2) (S
———dr = ————dx = AjR(a;) grace a la propriété (x) qui vaut pour le polynéme R car
L= = ;0 i R(a) (*)

celui-ci est de degré strictement inférieur a n.
Enfin R(a;) = Th(a;)Q(ai) + R(a;) = P(a;) pour chaque i € [0,n — 1] car les n réels (ap, -+ ,an—1) sont des racines du
polynéme T, d’apres la question 3.

de = (Tn|Q) + dx.

Par suite

Donc la propriété (x) est vraie pour tout polynéme P appartenant & Ray,—1[X].

Partie E - une autre expression des polynomes de Tchebychev

19.

20.

Soit @ € R. Par récurrence, on prouve que, pour tout n € N, Ty, (ch 8) = ch(nf).

La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 car To(ch0) = 1 = ch(00) et T (ch ) = ch 6 = ch(10).

Si la propriété est vraie aux rangs n et n+ 1, alors elle est vraie au rang n+2 car Ty 42(ch0) = 2ch 0Ty, 41 (ch0) — Ty (ch0) =
2ch Och(n + 1)6 — chnf. Or ch (a + b) + ch (a — b) = 2ch ach b pour tous réels a et b, et en particulier pour a = (n + 1)6 et
b=0. Dol Tpy2(chf) = ch(n + 2)6.

La propriété est donc vraie & tout rang n € N.

. . . . N e"¥qe— 0 (ee) +(e—9)"
Soient n € N et z > 1 : il existe un réel 6 > 0 tel que chf = z, d’ot T, () = ch(nf) = 5 = 5 =
(chf+sh 9>n;<Ch975h 9" De plus, shf = v/ch? 6§ — 1 = v/22Z — 1. Donc, pour tout n € N et pour tout réel > 1,

(x+ V22 —1)" + (z — J}Q—l)".

Tn(z) = 2




