Exercice 1 - Série de fonction (xxx)
Soit (@n),,cy une suite de réels positive et décroissante. Pour n € N on pose u,(z) = ap,z™ (1 — x) ou z € [0, 1].

1. Montrer la convergence simple de la série de fonctions E Up,.

On remarque dans un premier temps que pour z = 0 et = 1 on a pour tout n € N, wu,(2) = 0. De plus,
pour z € ]0,1] on a :
0 < up(x) =anz" (1 —z) < apx"

Or la série de terme général agx™ est convergent car il s’agit d’une série géométrique de raison 0 < x < 1.
On en déduit qu’il en est de méme pour la série de terme wu, (x) d’ou la convergence simple.

;. . . - - Qnp
2. Montrer que cette série converge normalement si, et seulement si, la série numérique E — converge.
n

Pour n € N la fonction w, est dérivable sur ]0,1[ et de plus on trouve apres simplification ) () =
an,z" ' (n — (n+1)x). En particulier le signe de la dérivée ne dépends que du terme n — (n+ 1)z de

sorte que u,, est croissante jusqu’a nLH puis décroissante. On en déduit alors que :
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Ainsi comme les termes [|u, ||, et %= x L sont équivalents et de méme signes on en déduit que les séries sont
de méme nature, ce qu’il fallait démontrer.

. J

3. Montrer que la série de fonctions Z u, converge uniformément si, et seulement si, (a,) est de limite nulle.

e D

Commengcons par le sens indirect, en supposant donc que (a,) est de limite nulle. On s’intéresse alors au
reste de la série > u, pour x € [0, 1] & savoir :
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Comme de plus R, (1) = 0 on peut affirmer que ||R,| ., < any1, or par hypothese (a,) est de limite nulle




donc le reste de série converge uniformément vers 0 ce qui assure que la série E Uy, converge uniformément.

Réciproquement, on raisonne par contraposée en supposant que (a, ) ne converge pas vers 0, comme elle est

tout de méme positive et décroissante on sait qu’elle converge, notons alors lim a, = a > 0. On remarque
n—-+oo

alors que pour tout n € N on a a, > «, montrons alors que la série g Uy, ne converge pas uniformément.

Pour cela on remarque que pour x € [0,1[ on a :
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Comme de plus R, (1) = 0 on peut affirmer que az™™! < ||R, |, puis par passage & la limite dans cette
inégalité on obtient 0 < a < || R, ||, en particulier le reste de la série Zun ne converge pas uniformément
vers 0 donc la série ne converge pas uniformément, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 2 - Limite en +o00 (%)
Soit f : Ry — R une fonction continue admettant une limite finie en +co. ON note, pour tout n € N :

Ry — R
e = f(E)

fn:

Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur R.

Soit z € Ry comme “% — x et que f est continue on en déduit que f,(z) — f(x) d'ou la

+1 n—-+oo n—-+oo
convergence simple.

Soit € > 0. Par hypothese f admet un limite finie en +o00 que 'on note I € R, il existe donc A € R tel
que :

A
Vt € {5,—&-00{, lf@) =1 <e
On a de plus : Vn € N*, Vz € [A4, 400, 5T 2 % et donc Vn € N*, Vz € [A, +o0[, f(niﬂx) —l) <e.
Enfin puisque A > £ on a aussi Vz € [A,+oo[, |f (z) — | < e d’olt Vn € N*, Vx € [4, +oo :

|fo (@) = f(2)| < |fn(2) = U+ |f (2) =1
<e+e¢
< 2¢

D’autre part puisque f est continue sur [0, A] d’apres le théoréme de Heine elle y est uniformément continue.
Autrement dit il existe § > 0 tel que pour tout z,y € [0, 4], |z —y| <0 = |f(z) — f(y)|] < e. Or pour

n € Netze|0,A] on a ‘#x—m‘ =5 < 7%1' 11 existe donc N € N tel que pour tout n > N on ai




A N :
T < 6. On des lors :

Vn > N, Vz € [0, 4], <o0=|fn(x)— f(2)] <e<2

n
T—z
n+1

On obtient ainsi Vn > N, Vo € Ry, |f, (z) — f (z)| < 2¢ et on en conclut que la suite (f,), oy converge
uniformément vers f sur R..

Exercice 3 - Calcul de limite (%)
Déterminer :
lim

" dx
n—+too Jy o/pn — gn

Afin d’appliquer le théoreme de convergence dominée, on peut soit utiliser des fonction indicatrices, soit
effectuer le changement de variable u = =. On obtient :

" dx 7/” dx
b=l ey
_/1 du
Jo VI—um

[0,1]] - R

fn: 1
v i

On va appliquer le théoréme de convergence dominée, pour cela on remarque que :

On note alors pour n € N, n > 2 :

— Pour n > 2, f, est continue par morceaux sur [0, 1].

7 _ 1 1 i 7
— On a pour u fixé f, (u) = exp (—+ In(1—wu")) or —+1n (1 —u™) ety = o 0. 11 en résulte que

(fn) converge simplement vers la fonction constante égale & 1.
— la fonction constante égale & 1 est évidemment intégrable sur [0, 1].

— On a les inégalités suivantes :
du du du
0< < <
TV T VI-wr T Yl—w
Donc 0 < f,, (u) < fa (u), or on peut écrire :

1
flw)= =5
1
VO —uw) (1 +u)
1 1

X
Vitu VJ1—u

L_ > 0, ainsi en utilisant la comparaison des intégrale de terme équivalent ne

9 N 1
Dot fa (u) S BV
changeant pas de signe, on peut affirmer que fs est intégrable par critére de Riemann en 1. Ainsi
I’hypothese de domination est satisfaite.

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée et ’on en déduit :
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En revenant a 'intégrale du début on en déduit que lim

" d
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Exercice 4 - Caractérisation d’une base orthonormée (%)
Soit E un espace euclidien de dimension finie et e = (e, ..., e,) une famille de vecteurs tels que :

n

Vo e B, z)* =) (x,e)

i=1
1. Montrer que e est génératrice.
n
Size Vect (ey,...,e,)", alors |z]|2 = 3 (z,€;)2 = 0 dott 2 = 0. Cependant E étant de dimension finie on
=1
a: ‘
E =Vect(ey,...,en)+ Vect (e, ... ,en)L
Ainsi E = Vect (e, ..., e,) et donc (eq,...,e,) est une famille génératrice.

2. Montrer que Vi € [1,n], |le < 1.

Soit j € [1,n] on a :

n

legl2 = 3 esea? = llesI* + S ey e0)?

i=1 i#j
On en déduit que :
el (1= lles1”) = > {esre0)® > 0
i#]
Des lors |le;|| < 1.
3. Montrer que e est une base orthonormeée si et seulement si e est normée i.e Vi € [1,n], |le;]] =1

Le sens directe résulte de la définition d’une famille orthonormale, pour la réciproque, il suffit, en supposant
les e; unitaire, de montrer que e est orthonormale, puisqu’on sait déja qu’elle est génératrice.

Or si les e; sont unitaires ’égalité précédente devient :
2
= 1+Z<6J‘,62‘>
i7#]

Ainsi I'on a une somme de terme positifs qui s’annulent donc chaque terme est nul. Dés lors V (i,j) €
[1,n]?, (ej,e;) = &; ; ainsi la famille est orthonormale et donc c’est une base orthonormée.

Exercice 5 - Espace [ (Foxkk)
+oo

Soit E = {(tn),en/ dui < +00}, pour (u,v) € B2, on pose (u,v) = Y. Un¥y.
n=0

1. Montrer que (u,v) existe pour u et v dans E.

Soit n € N on a d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliqué au produit scalaire usuel sur R”™ :

n
Z lugvg| <
k=0

Or u et v sont des éléments de E ainsi les deux séries ci-dessus sont convergente, on en déduit que la série




> un vy, est absolument convergente, donc convergente.

2. Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

Tout d’abord la suite nulle est un élément de E, de plus si u et v sont deux éléments de F et que A € R on
apourn € N :

n n n n

Z(uk+)\vk)2 = ZU%'FQ)\ZUWI@‘FVZ’U%

k=0 k=0 k=0 k=0

Les séries Y- u2 et Y v2 converge car u et v sont des éléments de E, de plus d’aprés ce qui précede la

ot , . . ;. 2 , .
série Y u,vy, converge également ainsi la série > (uy, + Av,)” converge. On en déduit que E est stable par
combinaison linéaire, c¢’est donc un espace vectoriel.

3. Montrer que (u,v) définit un produit scalaire sur E.

Soient (u,v,w) € E3 et A€ R on a pour n € N :

n

Z (uk + )\’U/c) W = Z UpWE + A Z VWi

k=0 k=0 k=0

Chacun des deux séries du membre de droite possede une limite, ainsi le terme de gauche en possede une
également et de plus on a :

+00 “+o00 +oo
Z (uk aF )\’l)k) Wg = Z UL WE + A Z Ve Wk
k=0 k=0 k=0

Ainsi (.,.) est linéaire par rapport & la premiére variable. De plus par commutativité du produit dans R on
en déduit qu’il s’agit d’une forme bilinéaire symétrique. A présent montrons qu’elle est définie positive, pour
ga on considére u € E telle que (u,u) = 0 autrement dit :

+oo
> ul=0 (1)
k=0

Or les sommes partielles de la série & terme positif Y u2 forment une suite croissante et I'on a :

n +oo
OSZui SZuizO
k=0 k=0

Par récurrence immédiate on en déduit que Vn € N, u,, = 0. Finalement on définit bien un produit scalaire
sur E.

Exercice 6 - Moyenne des itérés (%)
Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E tel que pour tout = € E, ||f (z)|| < ||z

1. Montrer que E = ker (f — Id) & Im (f — Id) et que cette somme directe est orthogonale.

Commencons par montrer que ker (f — Id) et Im (f — Id) sont orthogonaux. Soit z € ker (f — Id) et y €
Im (f — Id). On a alors f (z) = z et il existe z € E tel que y = f (2) — z, notamment pour tout A € R on a :

y=f(z+x) = (z+ \x)



Donc :

lz+ Az| > ||f (z + Az)||?
> |y + z + Az||?
> Iz + Azl|® + 2X(z,y)* + 2(z,)* + |ly|I?

En divisant par A et en faisant tendre A vers oo on obtient (z,y) = 0. Ce qui entraine qgie les deux sous
espaces vectoriels sont orthogonaux. On en déduit que leur intersection est réduite & {0}, de plus on a de
fagon évidente ker (f — Id) + Im (f — Id) C E or f — Id € L (E) ainsi d’aprés le théoréme du rang :

dim (ker(f—[d) +Im (f —Id)) = dimker (f — Id) + dimIm (f — Id) — dim (ker(f _Id)NIm (f —Id))

= dimker (f — Id) + dim Im (f — Id)
=dim E

1
Ainsi on a bien E =ker (f — Id) ® Im (f — Id)

2. Montrer que (Im(f—[d))l — ker (f — Id) :ker((ffld)*).

L
D’apreés ce qui précede on a déja (Im (f - Id)) = ker (f — Id) montrons a présent que ker ((f - Id)*) =
i
(Im(f—Id)) , soit doncmeker((f—ld)*> on a:
(f - Id) () =0

& YyeE (f-1d) (z),y)=0
<~ VyEE, <m,(f—]d)(y)>:0

& z€ (Im(f—[ol))L

D’ou le résultat.

n
3. Montrer que la suite u,, = %ﬂ f (k) converge vers le projecteur orthogonal sur ker (f = Id).
k=0

D’apreés la question 1. pour « € E il existe a € ker (f — Id) et b€ Im (f — Id) tel que z =a+bor f(a) =a
et donc uy, (a) = a. De plus il existe y € E tel que b = f (y) —y d’ou :

n

w®)= 7 1)

=ni1kz_:of"“)(f(y)—y)

= Y ) - [0 )
k=0

1 n+1 n

= —= (X -X M)

k=1 k=0

SO () — gy
n+1

Or ||f®+V)| <1 d’ott ||uy, (b)|| 0. Ainsi up, (@) = un (@) + un (b)) — @, on en déduit donc que (u,)

%
n——+oo n—+




l converge vers la projection orthogonal sur ker (f — Id) parallelement a Im (f — Id).

Exercice 7 - Minimisation d’une intégrale
Déterminer la valeur de :

1
inf / (e* — ax — b)* da
(a,b)E]R2 0

donc :
inf |le* — P (a)|I” = [le” — pr,x) (€I

PER; [X]

une base de Ry [X] ainsi pg, [x] (¢”) = ax + b et donc :

1 1
/ ew—/ PR, [x] (e¥)dz =0 / xe” —/ TR, [x] (%) dz
0 0

1

e—l—/ ar + bdx =0 [xem](l)—/ ezdx—/ az® + badz

0 0 0
2 1 23 27"
e—l—{ax——{-bx} =0 e—(e—l)—{a——kb—
2 . 3 2],
a a b
—1—-=-=-b= ———=
‘ 2 =373
—+b=e—1 a b
373

1 2
lle® — az — b]|? :/ (e‘” —ax—b) dz
0

1 1 1
= / e**dx — 2/ (ax +b) e"dx + / a’x? + 2abr + b*dx
0 0 0
1

2z 71 1 3 2
= {%L—Z([(ax—{—b) ez]é—/o aezdx) + {a2%+2ab%+b2x .
1 a?
:5(62—1)—2(a+(e—1)b)+3+ab+b2

——;e +206—%

(e” — pr,x) (€7),1) =0 (€” — pr,[x) (€7),2) =

1 1
/e”—pRl[X](ex)dxzo / (6 — PRy [x] (€ ))xdm—
0

On pense a une projection aprés avoir introduit le produit scalaire (f, g) fo z)dz. On cherche

oll pg, [x] (€*) est la projection orthogonale de e sur R; [X]. Pour le calculer on utilise le fait que (1,z) est

=0

=0

En résolvant le systéme ci-dessus on trouve a = 18 — 6e et b = 4e — 10, il ne reste plus qu’a calculer :

Exercice 8 - Produit scalaire sur .#,(R)
Pour A, B deux matrices de .#,(R), on pose alors (A4, B) = tr (*AB).



1. Montrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur .4, (R).

Soient A, B deux matrices de .#,,(R), on a par propriété de la trace :
t
(4,b) = tr ("AB) = tx( (*AB) ) = tx ('BA) = (B, 4)
De plus par bilinéarité du produit ainsi que par la linéarité de la transposée et de la trace, on en déduit que

la forme (.,.) est donc bilinéaire et symétrique.
Enfin si (4, A) = 0, on en déduit en posant A = (a; ;) :

_ 2 _
Q5055 = § , aj; =0

1 1<i,j<n

tr (FAA) =)

n n
=1 i=

<

Ainsi Vi,j € [1,n], a;; =0 et donc A = 0. Finalement la forme (.,.) est bien un produit scalaire.

2. Montrer que #,(R) =S, (R) ® A, (R) et que cette somme directe est orthogonale.

Soit A € .#,(R) on remarque tout d’abord que :

_A4tA A-tA

A
3 T2

Ou A+TtA € S, (R) et A_TtA € A, (R), ainsi on a #,(R) = S, (R) + A, (R). Montrons & présent que
S, (R) L A, (R), ce qui montrera que leur intersection est réduite a {0} et donc que la somme est bien
directe.

Soient donc A € S, (R) et B € A, (R), on a donc par définition A =t A et B = —!B, ainsi par propriété de
la transposée et de la trace :

D’ou (A, B) = 0 ainsi on a bien S, (R) L A, (R) et donc .Z,(R) =S,, (R) @ A,, (R)

3. Monter que VA € #,(R), d(A, Sn (R)) = Z||A —* A||. Déterminer de méme d(A, A, (R) )

Par définition on a d(A, Sn (R)) = iglf(R)d (A, B). Or on sait que cette borne inférieure est atteinte pour
€Sn

B = ps,®) (A), ol ps, vy désigne la projection orthogonale sur S,, (R). De plus, d’apres ce qui précede on a




Ps.(®) (A) = AEtA, ainsi on en déduit :

d(A,Sn (R)) =[|A - ps,®) (A

A+t A
S G
A tA
= 1454
:5||A—tA||

Enfin, le méme raisonnement appliqué cette fois a A, (R) conduit & d(A, A, (R)) = 1A+t Al

Exercice 9 - Si on enléve la linéarité...
Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f : F — F une application telle que :

V(z,y), (f(z), f(y) = (z,y)

1. Démontrer que 'image d’une base orthonormale de F par f est une base orthonormale.

Soit (e;) j une base orthonormale de E. Alors on a pour i et j de [1,n] on a :

(f(ei), fles)) = (e, 5)

Ce qui prouve bien que (f(e;)) est une base orthonormée.

i€[1l,n

2. En déduire que f est linéaire.

Soit z € F on a :
n
=3 e
i=1

Ainsi d’apres les propriétés de f on en déduit :

=D _(f(@), flea) flei) = D, ei) flei)

i=1

Soit a présent y € E on a d’une part :

D’ou pour A € R :

f(@)+ 2 x fly) =3 (@, eq) fle) +AD_{y.ei) (i)

|

( (m,e;) + Ay, e;) )f(@i)

=1

Il

(x + Ay, ;) f(ei)

i=1

Mais aussi :

flz+ Ay) :Z x + Ay, e;) fle:)
i=1




Ce qui prouve que f est bien linéaire.

Exercice 10 - Stabilité de 'orthogonal (%)

Soit E un espace euclidien, u € O(F) et F C E un sous-espace vectoriel de F.

1. Montrer que u(F*) = w(F)*.

Comme u est un automorphisme de E, pour tout z € u(FL) il existe un unique y € F* tel que u(z) = .
De plus u préservant le produit scalaire on a la suite d’équivalence suivante :

reu(Ft)«<=yeF*
< VzeF, (y,z) =0
<= Vz€eF, ( (2))

+——VzeF, (z,u(z)) =0

— zeu(F)"

D’ou I'égalité désiré.

2. Démontrer que F est stable par u si, et seulement si F'+ est stable par u.

Si F est stable par u on a en réalité w(F) = F car u est une isométrie et on obtient I'inclusion réciproque
par égalité des dimensions. Ainsi d’apres ce qui précede on a :

w(FY) = [u(F)]" = Ft

D’ou le résultat. Pour la réciproque il suffit de remarquer que (F J-)J' =F.

Exercice 11 - Pas de supplémentaire orthogonal (%)
On considére E = C(([0, 1], R) muni du produit scalaire :

(f.9) = / F(t) g(t) dt

On pose F = {f € E/ f(0) = 0}. Montrer que F' n’admet pas de supplémentaire orthogonal.

s '

Soit g € F+, on remarque tout d’abord que h : z + zg(x) est dans F, ainsi (g, h) = 0 ce qui donne :

1
/ tg*(t)dt =0
0

Or la fonction dans l'intégrale est positive, ainsi l'intégrale étant nulle on en déduit que la fonction est
identiquement nulle. Autrement dit Va > 0, g(z) = 0, de plus g est continue en 0 ainsi on en déduit que g
est identiquement nulle.

On peut donc en conclure que F = {0}, dés lors si on avait '@ F+ = E on aurait F' = F, ce qui n’est pas
le cas car toute les fonctions continues ne s’annulent pas en 0!.
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