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CORRIGE DU D.S. N°4 DE MATHEMATIQUES

Exercice 1.

1.

(a)

(b)

SoitneN*: E, =F,N---NF,_1NF, et ces événements sont indépendants, donc

P(E,) = P(Fy) % - x P(Fy_1) x P(Fy) = —.

o0
Les événements F,, sont disjoints deux a deux, d’ou : par o —additivité, P ( U En> = Z P(E,) =
n=1

neN*
oo

[e%S) k
2 2 1 2 1
2 3n =3 ,}ZO (3) = gq = 1. Donc I’événement U FE,, «la piece tombe au moins une

fois sur PILE » est presque certain.

neN*

AUTRE METHODE — Le contraire de ’événement « la pi¢ce tombe au moins une fois sur PILE »

est I’événement « la piece tombe toujours sur FACE », égal a ﬂ F,,. Par continuité décrois-
neN*

n n 1 n
sante, P ( n Fn> = lim P (ﬂ Fn> Or, pour chaque n € N*, P (n Fk> = (3> car les
n—oo
k=1

neN* k=1
événements F} sont indépendants.

Dy = F1 N F; et ces événements sont indépendants, donc P(Dy) = P(Fy) - P(Fy) = 5.

P(Dy12 | F1) = up41 car on sait que la piece tombe la premiére fois sur FACE (ce qui remet le
compteur & zéro). Donc D,, o se réalise si, et seulement si, on obtient le premier double PILE apres
encore n + 1 lancers.

P(Dy42 | Fy N Fy) = uy, car on sait que la piece tombe la premiere fois sur Pile et la deuxiéme fois
sur Face (ce qui remet le compteur & zéro). Donc D,, 12 se réalise si, et seulement si, on obtient le
premier double PILE apres encore n lancers.

Dyto = (Dpy2 NF)U (D2 NFL) et Dypo NFL = (Dpyo NFINF) U (Dppe NFINE) =
D, 1o N Fy N Fy car 'événement D,, o N Fy N F, est impossible.

Dot Dy 42 = (D2 N F1) Y (Dn+2 NE N Fg). L’union est disjointe, d’oul

P(Dyy2) = P(Dpy2 NF1) + P (Dypya NFL N E) .

Or P(Dn+2 ﬁFl) = P(Fl) . P(Dn+2 | Fl) = % . P(Dn+2 ‘ Fl) et
P(Dpy2sNFINFy) =P (FINE) P (Do | FiNF) = 32 P (Dyqo | F1 N F) car les événe-
ments Fy et F, sont indépendants. Donc

1
3

1 2
Unt2 = 3" Untl + g Un:
L’équation caractéristique de la suite (uy,) est A2 = %)\ %. Elle a deux solutions distinctes : —%

et % Dou dK € R, dL € R, Vn € N*, u,, = K - (—%)n +L- (%)n Les constantes K et L sont
4

fixées par les deux conditions initiales u1 = 0 et us = 5. D’ou K = % et L = 2. Donc

. 4/ 1\" 2 [2\"
V’I’LEN, un—3<—3) +3<3) .

-3



(e) L’événement « On n’obtient jamais de double PILE » est le contraire D de I'événement D = U D,.
neN*
1

= 1 2
L’union est disjointe, d’ou : par o—additivité, P(D) = Z Uy, = K- < > — +L- 372
n=1 3 3

1
3)1—=
Donc P (b) =1- P(D) = 0. L’événément D est donc presque impossible.

=1

Exercice 2 (CCINP Maths PC 2024).

Partie I - Existence de la solution du probleme étudié

1. Soit 2 €]0;+00[ : et £ tendent vers 0 quand n tend vers co, d’ott (développement limité) :

(@) 1 1 n 1 T 22 + 1 2 —x n 1
up(r) =z | — — — 0 — === 0 i e 0 il
n  2n?  n—oo \ n2 n  2n?  n—oo \ n? 2n2 n—oo \ n2

2
P N . . . - .
est équivalent & e qui ne change pas de signe. Par comparaison aux séries de Riemann (avec 2 > 1),
n

on en déduit que la série numérique E un () est convergente. Donc la série de fonctions g U, converge
simplement sur ]0, +o0[.

2. Soit n € I}Jj* .
2+ 14+ = est C* sur ]0; +00[, & valeurs dans R donc, par composition, z + In (1 + 7> est de classe
n n

C* sur ]0; +oo[. Par somme, la fonction u,, est donc de classe C* sur ]0; +oo[. De plus, pour tout z > 0,

, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x
up(z) =l (l+—)———F=h(1+—)- =— +=+ln(1+=)-==——<+e,
n) nigpt n) n+zx n+z n n) n nn+zx)
n
. 1 1 , o 1 . 1 . 1
oue, =In|1+ — | — —. Par développement limité, e, ~ ——, d’ou |e,| ~ —. Or la série Y =5
n n 2n2 2n? n

converge. Donc la série g €pn, converge absolument.

3. Soit (a,b) €]0;+oc[? tel que a < b.
Pour tous x € [a,b] et n € N*, d’aprés I'inégalité triangulaire (en remarquant que x est positif),

!
< _

Or z € [a,b], donc n(n+z) > n(n +a) > 0 et puis

n(n + x) = n(n + a)

(@) € =2+ fenl

(n+a)

b

Quand n tend vers linfini, ——
n(n+ a)

b b
~ 3 qui ne change pas de signe, donc la série Z m

b
converge. De plus, d’apres la question précédente, €n| converge donc la série —— + e
g p p q p > lenl g Z(n(n+a)+|n|>
converge. On conclut que la série de fonctions Z u,, converge normalement sur [a, b].
4. i) — La série de fonctions Z u,, converge simplement sur [a, b].

— Pour tout n € N*, u,, est de classe C* sur [a, b].

— La série de fonctions u! converge normalement, donc uniformément, sur [a, b].
n b ) b



o0
D’apres le théoreme de dérivation terme a terme, la fonction = +— g un () est de classe C! sur

n=1
[a,b]. Ceci est vrai sur tout segment [a, b] inclus dans ]0; +-o00[ donc vrai sur ]0, +oo[. En ajoutant la

fonction In, elle aussi C*, on conclut que ¢ est de classe C! sur |0, +oo[. De plus, pour tout = > 0,

1 =

@’(x):—;—&—; n+x ZE”

ii) Soit x €]0; 400 : p(r +1) — p(z) = —In(x + 1) + In(x) + Zvn
n=1

ln(1+i) 1n(1+:”;1> +in(1+2)
= In(n+1)—In(n) —In(n+2z+1)+1In(n) +1In(n+ z) — In(n)
In(n+1) —In(n) + In(n+2z) —In(n + 1+ x)

vp ()

Par téléscopage, pour tout N > 1,

Z”” n(N+1) - ln(1)+ln(1+x)ln(N+1+x)1n(1+x)1n<1+NCil).

Puis, en faisant tendre N vers l'infini : p(z 4+ 1) — p(z) = —In(x + 1) + In(z) + In(1 + =) — 0 donc

plr+1) — p(r) = In(x)

(o)
. . 1 .
iii) La fonction ¢’ est la somme d’une constante E €n, de la fonction x — —— et des fonctions
x

n=1
x 1 1
= —— = = — qui sont toutes croissantes sur |0, +oo[. On en déduit que ¢’ est
nn+x) n n+tzx
croissante.

iv) Pour tout n € N* u,(1) =0 et In(1) = 0 donc (1) = 0.
La fonction ¢ vérifie donc les conditions de (C).

Partie II - Unicité de la solution

5. D’apres la condition (ii) de (C), vérifiée par ¢ et par g : Vo > 0, h(x + 1) = h(z). D’apres la condition
(i) de (C), h est la différence de deux fonctions C', donc on peut dériver de part et d’autre de cette
égalité pour obtenir : Vo > 0, h'(z + 1) = h/(z).

6. Soient z €]0,1] et p € N* : b/ (x + p) = ¢/'(z + p) — ¢'(x + p). La fonction ¢’ est croissante d’apres la
condition (iii) de (C). Or p <z 4+ p < p+ 1 donc ¢'(p) < ¢'(x 4+ p) < ¢'(1 +p).

De méme ¢'(p) < ¢'(z +p) < ¢g'(1 4+ p) donc —¢'(1+p) < —g'(z +p) < —g'(p).
En additionnant, on obtient :

¢'(p) —g'(14+p) <h'(z+p) <¢'(14+p) - g (v)

1 1
En dérivant la condition (ii) de (C'), on obtient ¢'(1 +p) — ¢’(p) = — donc ¢'(1 +p) = ¢'(p) + —.
p p
Par définition de h, h'(p) = ¢'(p) — ¢'(p) donc ¢’(p) = K'(p) + g'(p).
En faisant la différence des deux relations obtenues,
1

©'(p) —g' (1+p)=h(p) - ,



1 1
On en déduit que A/ (z+p) > h'(p)—— puis que b’ (z+p)—h'(p) > ——. En échangeant les rdles joués par ¢
p
1 1
et g dans ce qui précede, on obtient h'(z+p)—h'(p) < —. D’ont Pencadrement —— < h/(z+p)—h'(z) <
p p

bR

qui prouve que |h/(x + p) — h'(z)| <

@_\H

Soient = €]0,1] et p € N*. D’apres 5, la fonction A’ est 1—périodique donc h'(x + p) = h'(z) et
W (p) = h'(1) et, de la question précédente, on tire alors :

1
W' (x) = W' (1)] < =
p
pour tout p € N*. Cette inégalité large passe a la limite p — oo, d’ou |h'(z) — A'(1)] < 0, donc
R/ (x) = h/(1). La fonction A’ est donc constante sur |0, 1]. Par ailleurs, elle est 1—périodique, donc elle
est constante sur ]0, +00[.

On note ¢ € R tel que, pour tout « > 0, h/(z) = c¢. Alors, pour tout = > 0, h(x) = c¢(z — 1) car h(1) =
d’apres la condition (iv) de (C). De plus, pour tout = > 0, h(x + 1) = h(x), donc cx = cx —c et ¢
Finalement, pour tout = > 0, h(z) =0 et

0
=0.

Y=g

Exercice 3 (CCINP Maths 2 MP 2016).

1.

(a) Le polynéome Hy = 1 est bien unitaire et de degré 0, ce qui initialise la récurrence.
Si le polynéme H,, est unitaire et de degré n, alors le polynéme X H,, est unitaire et son degré, égal
an+ 1, est strictement supérieur & celui de H/,, d’ott H, 1 est unitaire et deg(H,1) =n+ 1.

Donc, pour chaque n € N, le polynoéme H,, est unitaire et de degré n

(b) Comme Hy=1et HH = XHy— H), = X, il est vrai que H] = Hy, ce qui initialise la récurrence.
Si H), ;= (n+1)H,, alors :
— d'une part, Hyyo = XHpp1—(n+1)Hy, d’'ott (en dérivant) H), o = Hp 1 +XH, —(n+1)H,, ;
— d’autre part, XH,  ;, = (n+ 1) X H,.

Dou H), . » = Hyp1 +(n+1)XH, —(n+1)H), = Hypr1 +(n+1)(XH, —H),) = Hyp1 +(n4+1)Hy g
par définition de H,, 1. Donc H), » = (n+ 2)H, 1, ce qui rend la propriété héréditaire.

Finalement,| H, ,, = (n+1)H, |pour toutn € N.

(a) Soient P et @ deux polynomes. Si I'un d’eux est nul, U'intégrale (P|Q) est nulle. Sinon, cette
intégrale converge si, et seulement si les deux intégrales de 0 a +oo et de —oo a 0 convergent.

Soient alors aXP? et bX? les termes dominants 2respectifs des polynémgs PetQ:la prgmi‘ere
intégrale est de méme nature que f0+°° xPTie=*/2 dg car P(x)Q(x)e */? I~ abxPtie=/2 Or
o0

2 o oy N . 7
pPtie==/2 = o (e™%) et 0+DO e~ dx converge. La premiere intégrale est donc convergente et, de
+oo

+oo
méme, la deuxiéme. Finalement, | Dintégrale P(x)Q(x)e

— 00

2
/2 4z est convergente.

(b) Soient deux réels X et p et trois polynomes P, Q et R :
— de P(2)Q(z) = Q(x)P(x) pour tout = € R, on déduit que (P|Q) = (Q|P);
— par linéarité de l'intégrale, (AP + uQ|R) = A(P|R) + u(Q|R), d’ou la linéarité a gauche et, par
symétrie, la bilinéarité ;



— de P%(z) >0 et e=*"/2 > 0 pour tout z € R, on déduit que (P|P) est positif;

— si (P|P) = 0, alors P2(z)e~*72 = 0 pour tout € R car la fonction  — P2(z)e™*7/2 est
positive et continue. Or e=o/2 # 0 pour tout z € R, donc P(xz) = 0 pour tout z € R. Le
polynoéme P a une infinité de racines, il est donc nul.

Finalement, la forme (-|-) est bilinéaire, symétrique et définie positive.

(¢) Calculons 'intégrale (P'|H,,) en intégrant par parties : les fonctions u et v définies sur R par

u(z) = P() 2 sont de classe C! e {u'(:r) = P(@) 2
{vw = Hy (e @) = @) — o ()] e

De plus, [u(:c)v(x)]fz = 0 par croissances comparées, d’otl

+o0 +o0
(P'|H,) = / o (z)v(z) dr = —/ w(x)v' (z)dr = —(P|H] — XH,) = (P|Hp+1)

—00 — 00

par définition de Hy,+1. Donc| (P'|H,) = (P|H,+1) |pour tous P € R[X] et n € N.

(d) Soient i et j deux entiers naturels distincts. D’apres la question 1) b) et la question précédente, on

a .
1
(H;|Hj) = m<H£+1|Hj> = m(Hv:+1|Hj+1>

Et, par symétrie, on a aussi (H;|H;) = (Hit1|Hj41). Ainsi, comme ¢ # j, on en déduit

(Hi|H;) = 0.

1
j+1

On a prouvé que | les polynomes de Hermite sont orthogonaux deux a deux.

3. (a) L’application ¢ est linéaire et, pour tout P € R, [X], deg(¢(P)) < max (deg(X P’),deg(P"”)). Or
deg(X P’) = deg(X) + deg(P’) < 1+ deg(P) — 1 et deg(P") < deg(P) — 2. Donc R,,[X] est stable
par .
(b) Pour chaque k € [0,n], le polynéme H}, est non nul et

p(Hy) = XHp—Hy

(XHy, — Hy,)' — Hy,

Hy ., — Hy par définition de Hyyq
(k+1)Hy, — Hy, d’apres la question 1b
= kHy

Pour tout k € [0,n], le polynéme Hj, est un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre k

(¢) On déduit de la question précédente que ¢ posséde au moins Card([[0,n]) = n + 1 valeurs propres
distinctes deux & deux. Comme dim R, [X] =n + 1, il en a exactement n + 1, ce qui implique que

¢ est diagonalisable et Sp(y) = [0, n]

Exercice 4 (Centrale Maths 2 PC 2024).



. Pour tout x € R, 1 +z < €® par une étude de la fonction z — e* — z — 1 (ou par convexité de
exp). Par conséquent, comme 1 + x > 0 pour chaque x € [—1, 4+00[, on peut multiplier les inégalités
(14 2) <e" de k =1 & n sans changer le sens de I'inégalité :

. Soient x € S et n € N* :

Qni1(z) — Qnlz) = <H(1 + |fk(l’)|)> L+ [frsa(z)| = 1)
< exp (2”: |fk(x)> | fnt1(x)| d’apres la question précédente
k=1

< exp (Ro(2)) | fas1(z carZ|fk |<Z|fk )| = Ro(x)

Chaque fonction | f,,| est continue et la série de fonctions > |f,| converge uniformément sur S, on en
déduit que la fonction R est continue sur le segment S donc Ry est bornée, donc en particulier majorée.
11 existe donc M > 0 tel que pour tout = € S, Ryo(z) < M d’ou :

Qnr1(2) = Qu(x) < @ |fop1(2)] < [ fria(2)]

. Soient x € S et n € N* :

|Ppi1(z) — Po(2)] = [1 + fria(z) — 1]

H 1+ fi(x
n

< farn @) [T+ (@)

k=1
S+ [ fasi(z)] = 1) Qn(x)
< @nir(z) — Qn(z)

. Commengons par la convergence simple. Soit = € S. Pour tout n € N*|

n—1

Po(z) = ) (Prs1(e) — Pr(x)) + Pr(z)

~
Il

Et la série Z (Pg+t1(x) — Px(x)) est absolument convergente (donc convergente) car |Py41(z) — Pr(z)| <
k>1
M . s . . . 7
e fr+1(x)| et la série Z | fe+1(x)| est convergente car la série de fonctions Z | f| converge uniformé-
k>1 k>1
ment (donc simplement) sur S. Par conséquent, la suite (P,(z)),,~; est convergente et :

0 +o0o
= [0+ f@) = lim_Pu(@) =" (Pes(e) - Pul)) + Pi(a)
k=1 k=1

N
. Pour tout N > n € N*, pour tout z € S, Z (Pgy1(x) — Px(x)) = Pyy1(x)— Py (x) (télescope) et, en pas-

k=n
+oo

sant & la limite N — oo (qui existe d’apres la question précédente), on obtient : Z (Pig1(z) — Pp(x)) =
k=n



P(z) — P,(x). D’ot, en utilisant 'inégalité triangulaire,
|Pa(@) = P(2)| < ) [Py () = Pi(a)] < Ze |[fri1(2)] = ¥ Ru(z) < eMSgp\Rnl

qui est un majorant. D’ott sup|P, — P| < eMsup|R,,| car le sup est le plus petit majorant. Or sup|R,|
s s
tend vers 0 car la série de fonctions Y |f,| converge uniformément. D’olt lim,,_,, sup|P, — P| = 0
s

d’apres le théoreme des gendarmes. Donc la suite (P,),en+ converge uniformément vers P sur S.
Pour tout n € N*, la fonction P, est continue sur S par produit (fini) de fonctions continues et la suite
de fonctions (P,)n>1 converge uniformément sur S donc la fonction P est continue.

De plus, pour tout = € S, le réel Pn(x) est strictement positif car c’est un produit fini de facteurs stricte-

ment positifs. D’olt In(P, Z In(1+ fr(2)). Or la série Z In(14 fx(z)) est absolument convergente.
k>1
En effet, la série > | fr(z)| est convergente (par convergence simple de Y | fx|), d’ott lim fr(x) =0, donc

[ In(1+ fr(x))] oy | /()| qui ne change pas de signe. Par conséquent, hm In(P, Z In(1+ fr(x
— 00

est un réel L et, par continuité de exp : lim P,(z) = lim @) =¢f >0 donc P( ) > 0.
n—oo

n—oo

. Pour appliquer les deux questions précédentes, on pose f,(z) = —e—na’ pour tous n € N* et z € R} . Et
on vérifie une a une toutes les hypotheses sur la suite (f,,). Soit [a,b] un segment inclus dans R :

— pour tous n € N*, et z € [a,b], fn(z) > —1 car e " < 1
— la série de fonctions -, |fn| converge normalement (donc uniformément) sur [a,b] car |f,(z)| =
e’ < e~ et la série > e~na’ converge puisque c’est une série géométrique de raison e~ a® €
]—1,+1].
Par conséquent, f est bien définie et continue sur [a, b] et ceci pour tout segment [a,b] inclus dans R
donc f est continue sur R? .

. Soit z,y deux réels tels que 0 < z < y.
Alors pour tout n € N*, —nz?2 > —ny? donc 1 — e’ >1-— e—na’ > 0, donc en multipliant ces
inégalités :

N N

[Ta-em H e ot f(x) = f(y)

n=1 =

car les inégalités larges passent a la limite N — 00. Donc f est croissante sur R

Limite en 0. On applique la question 1 :

N N
Vr>0 VYN eN, 0< H (1 - 67”12) < exp (Z e”z2>
n=1 n=1

2
2 —e " f . a2
Or pour tout z > 0, E —e " = P (car c’est une série géométrique de raison e=*" € [0, 1]).
— 67
n=1

Les inégalités larges passent a la limite N — co, d’ou

V>0 0< f(z)<exp <1ez>
— €

—T

2 2
Or lim ——— = —oo dolt lim exp () = 0 donc, par le théoreme des gendarmes :

p) p)
z—0t 1 —e™ 7 z—0t l—e*

lim f(z) =

z—0+



