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Corrigé

Polynoémes orthogonaux et équations différentielles
Premiere partie

1. Soit v = 7(v)+ w la décomposition du vecteur v sur la somme directe £ = F @ F~+. Si un couple
—~~
€EF eFr+t

(u, \) satisfait les conditions requises u € F, u+ A € F*X, (u+ v | v) >0 et ||u+ Av| = a, A est différent

de 0 (sinon u € FN F+ est nul et (u | v) =0). On a alors :

1 1
v = _XU+X<U+)\U) et donc u = —=Aw(v) et u+ Av = dw.
~—— N——

€Fr et
On doit donc avoir (u+ Av | v) = (Aw | v) = Al|w||? d’olt A > 0 et enfin ||u + Av|| = A|Jw|| d’ott A = ﬁ~
w
g - -, . a a
S’il existe un couple (u, \) vérifiant les conditions requises on a A = Tl et u= —Wﬂ(v)
w w
. a a
Inversement si 'on pose A= —— et u = ————m(v) on a :
A ] ol ™"
ueF, utv= _W”(v)‘FW(W(v)—&—w) = —”w € FL lu+ | =aet (u+ | v) =alw|] > 0.
w w w
S . . . o a
Le probléme posé a 'unique solution A = Tl et u = —mw(v)
w w
2. Les conditions wy € Ey = Vect(vg), (wo | vo) > 0 et ||wp|| = ap entrainent | wo = aOHU—OH . Soit p € [1,n].
vy
Supposons définis les vecteurs wg, w1, ..., wp—1. Les conditions imposées a w, sont :
o wy € B, = E,_1 @ Vect(vp,) donc wy, est de la forme u, + A\pv, avec up, € Ep_q.

o up+ Apvp € By 4.
o (up + Apup | vp) > 0.
o |lup + Apvpl| = ap > 0.

Il s’agit exactement du probleme traité en 1. avec E,_; dans le role de F' et v, dans celui de v. Il y a
existence et unicité de la solution. Par récurrence limitée a p < n on a bien établi

’ Pexistence et 'unicité de la base (wy, ..., w,) de E, vérifiant les conditions imposées.




Deuxieéme partie

3.a) On voit bien que :

o V(f,9) €Cla,0])% (g1 f)=olaf) =o(fg) = (f | 9)
o Y(f,9,h) € C([a,b])*, VA ER, (f | (Ag+h)) = d(Afg+ fh) = Ao(fg) +&(fh) = A(f | g)+ (f | h).
o Vf € C([a,b]), f? est positive ou nulle donc (f | f) = &(f?) = 0et (f | f) > 0 si f n’est pas

identiquement nulle.

’ (f,9) — (f | g) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, i.e. un produit scalaire sur C([a, b]). ‘

b) Pour tout entier n 'espace E, N E;-_; est de dimension 1 (en convenant E_; = {0} pour le cas n = 0)
et contient donc exactement deux polynémes (opposés) de norme «,, qui sont de degré n. Sur ces deux
polynoémes un seul a un coefficient dominant strictement positif, appelons le P,.

e Par construction et le coefficient de =™ dans P, | k,, est strictement positif ‘
e Soient m et n deux entiers distincts. On peut sans restreindre la généralité supposer m < n. On a pris

P, dans E;- | qui contient E-_ |, donc (P, | P,) =| (P, P,) =0|.

e Par construction || P, || = a, soit (P, | P,) =|¢(P2) = a2 |.

’Il y a bien existence et unicité de la suite de polynémes (Pp, P, ...) de E satisfaisant les conditions requises.

4.a) Soit n € N, n > 2. La considération des monomes dominants des deux membres de la relation

Po(x) = (Anz + Bp)Pr1(x) + Cp Py _a(x)

kn . ky, , ,
impose déja | A, = 3 . Le polynome P, — ——xP,,_1 est de degré au plus n — 1 et se décompose sur la
n—1 n—1
k n—1
base (Py,...,P,_1) de E,_1. Soit P, — Z " P, = Z i P; cette décomposition et soit j € [0,n — 1].
n-l i=0
k n—1
Le produit scalaire avec P; fournit (P, | P;) — (k—nlxpn_l | Pj) = Z XN(Py | Py) = )\ja? soit
n- i=0
1 k,
)\j = —a—?knil (QZPn_l ‘ P])

Par définition (xzP,,—1 | Pj) = ¢(xPp-1P;) = ¢(Pp_1xP;) = (Pp_1 | P;) et comme xP; € Ej i1,
n—1

kn
pour j<n—3onal =0 ‘ puisque Fj11 C E,,_set P,_; € E,f_? Il reste P, — k zP,_1 = Z N P;.

n—1

1=n—2
En posant \,_1 = B, et \,,_o = C,, il vient précisément :

] Po(2) = (A + By)Po_1(z) + CpPa_s(z). \




b) On sait déja que :

k
A, = —
knfl
1k, 1k, .
OnavuqueC, =XNyp = ——5——(P_1 | Ph2) = —5—-—(Pa—1 | P,—2). Or le polynome
Qp_2 k’n,1 Qn_2 k’ﬂfl
k,—
P,_1— kn—lxpn_g est de degré au plus n — 2, il est donc orthogonal & P,_;. On a ainsi
n—2
Ko . K K —
(Po_y — rlxpn,g | Po_1) = 0 soit (2Py_g | Py_y) = k—Q(RH | Poot) =5 202,
n—2 n—1 n—1
et finalement :
C. = O‘i—l knkn—Q
" ap_o ki

5.a) Une fonction polyndome ne change de signe que pour les zéros de multiplicité impaire. Si P, n’avait
aucun zéro de multiplicité impaire dans |a, b, la fonction polynéme associée aurait un signe fixe sur [a, b] et
comme ce n’est pas la fonction nulle on aurait ¢(P,) # 0 donc (Fy | P,) = ko¢(P,,) # 0 ce qui est impossible
sin>1.

’ Sin > 1, P, a au moins un zéro de multiplicité impaire dans ]a, b|. ‘

b) Soit n > 1 et r le nombre de zéros de multiplicité impaire de P, dans ]a,b[. Notons a; < az < --- < a,
I

ces zéros et T}, le polynéme H (z—ag). Le polynoéme Q,, = P, T,, n’a pas de zéro de multiplicité impaire dans
k=1

Ja,b[ : en effet ses zéros dans ]a, b] sont les éventuels zéros de P, autres que les a; avec la méme multiplicité

que dans P, et les a; avec la multiplicité qu’ils ont dans P, augmentée de 1. Comme @, n’est pas nul on en

déduit ¢(Q,,) # 0 soit (T}, | P,) # 0 ce qui impose T}, ¢ E,,_1 puisque P, € E- ;. Ainsi r = °T,, > n.

’Pour tout n € N*, le polynéme P,, a n zéros réels simples et ils sont tous dans ]a, b]. ‘

6.a) On sait que dans la division euclidienne A = BQ + R de A par B on a soit °Q = °A — °B si °A > °B,
soit @@ = 0 et conventionnellement °() = —oo sinon, donc toujours °Q < °A—°B et °R < °B. Dans la division
euclidienne G = QP,, + R de G par P, on a donc °Q <n — 1 et °R < n, donc en effet :

’ Q et R sont dans F,,_. ‘

b) On remarque la propriété ’ V(i,j) € [1,n]?, Li(a;) =6;, ‘ en notant J; ; le symbole de Kronecker. Il en

résulte que Vj € [1,n], <Z R(ai)L; | (aj) = R(a;) donc que le polynéme R — Z R(a;)L; a au moins les
i=1 i=1
n racines aq, ..., a,. Comme il est de degré au plus n — 1 il est nul et on a bien :

=1

c) Ona ¢(G) = p(QP.+R) = (Q | Pr)+¢(R) = ¢(R) = ¢ <Z R(ai)Li> = ZR(ai)qS(Li) et 1a relation
G = QP, + R entraine Vi € [1,n], R(a;) = G(a;). i=1 i—1

On a bien ¢(G) =Y " \iG(a;) en posant Vi € [1,n], \i = ¢(L;).

i=1




d) Appliquons la propriété précédente au polynome L? qui est positif et non identiquement nul ; c’est
légitime puisqu’il est de degré 2(n — 1) donc dans Ey, 1. Comme V(i,7) € [1,n]?, L3(a;) = 67; = d; 5, on
obtient \; = qb(L?) et on en déduit d’apres les propriétés de ¢ :

’Vie[[l,n]], /\i>0.‘

Troisieme partie

7. 11 est immédiat que . La formule de Leibniz s’écrit :

dk n—k n

De méme on calcule :

) n+1 i dk dn+1_k n X b1 . -
F (z)= Z Cn+1@((ﬂ3 + 1)”)W((x —1)") = nn! Z GG i@+ )" F(z—-1)"" dou
k=0 k=1

(B =n2"'(n+1)! et Fi(—1) =n(-2)""'(n+1)]

8. Fj est un polynoéme de degré 0 évidemment proportionnel & Py qui est aussi de degré 0.
Soit n € N* et P € E,,_;. On remarque que 1 et —1, qui sont racines d’ordre n de (2% — 1)™, sont racines de

dk
((z* = 1)") pour tout k € [0,n — 1]. Calculons alors par parties le produit scalaire (F), | P) :

da*
! d" 2 n dn71 2 n ' ' dnil 2 n !
(Fu | p):L (@ 1)) P(a) da = {dmnl((x 1) )P(m)}l—/ldxnl((aj —1)") P () da
=%
n—2 1 1 n—2
= [ ddx”—Q ((z® - 1)”)P’(x)] B + 1 ddx"—2 (> = 1)")P"(z) dz
=0

— (o - P V@) e [ P ) o

—1

=0
=0

puisque P est le polynéme nul. On voit ainsi que F,, € E,, N E;- | ce qui suffit pour affirmer que :

F,, est proportionnel & P, défini en 3.b) ‘

puisque E, N E- | est une droite vectorielle qui contient déja P,.

4



9. On voit que le degré de T'(F,,) est le méme que celui de F,,. En particulier il est évident que T'(Fp) est
proportionnel a Fj.
Soit n € N* et P € E,,_;. Calculons par parties le produit scalaire (T'(F},) | P). Clest :

/& (@ = D F@)) Pla)da = (@ = ) (Rale)P (o) - [ @ =D @) P s

1 T

— /1 i(Fn(x))((l'Q _ 1)P/(x)> de — [*Fn(x)<(x2 B 1)})/(9:))}; +/

d
puisque le degré de d—((x2 — l)P’(x)) est au plus n — 1 et que d’apres la question précédente Fj, est
x

dans E;- ;. Les polynomes F), et T(F,) sont tous deux dans la droite vectorielle E,, N E;- ; (et non nuls)

ils sont donc proportionnels ‘

10. 1 est aisé de calculer le coefficient de proportionnalité de la relation précédente en considérant les

d
monoémes dominants : si Fj, est dominé par \yz*, (x2 — 1)d—Fk Uest par A\gkz*t! et donc T(Fy) Dest par
T

Aik(k + 1)z*. La relation obtenue & la question précédente s’écrit donc plus précisément :

| T(Fy) = k(k+ 1) |

Il en découle que les’ (n + 1) réels distincts ‘ 0x1, 1x2, ..., nx(n+1) sont valeurs propres de ’endomorphisme

induit par T sur F,, qui est ’de dimension n + 1 ‘ On peut donc conclure :

L’induit de T sur E,, a n + 1 valeurs propres distinctes {k(k + 1) | k € [0,n]}, et
le sous-espace propre associé & k(k + 1) est la droite vectorielle engendrée par Fy,.

11.a) Supposons qu'une fonction f développable en série entiere sur un intervalle | -2, Z| vérifie (1). On
peut écrire :

+oo
Vo € -2, %|, f(x)zz:ckx’C
k=0
d =
a4 _ k—1
dxf(ac) kzzokzcka?
2 d — k+1 I k—1
(z° — l)af(a:) = Z kega™ T — Z kcgx
k=0 k=0
+oo “+o0
T(f)(x) =Y k(k+ Dega® =Y k(k — et
k=0 k=0

+oo +oo —+oo

=3 k(k+Dega® = (k+2)(k + Deppoa® = (k+1)(keg — (k + 2)cpy2)a”.
k=0 k=0 k=0



Compte-tenu de I'unicité du développement en série entiere I'égalité T'(f) = vf équivaut &
VE eN, (k+1)(kcp — (k4 2)ckr2) = vk

ou encore

1 v
Vk‘EN, Ck+2—k+2<k—k+l)ck.

b) S’il existe un entier naturel n tel que v = n(n + 1) la formule de récurrence précédente montre que

. . A Cl+2
Vi € N, ¢p49; = 0. Dans le cas contraire la méme formule montre que le rapport Z*2 tend vers 1.
Ck
+oo

e Etude de Z csz% pour ¢g # 0
p=0
Il faut distinguer deux cas :

n
o Si v est de la forme 2n(2n + 1) pour un entier n, on a affaire au polynéme Qa,, = Z cszZP.
p=0

On a alors T(Q2,) = 2n(2n + 1)Q2, ce qui entraine que Qo,, est ’proportionnel aFy, ‘

¢ Sinon la série numérique E 02pm2p n’a aucun terme nul, et le rapport de deux termes

2

consécutifs tend vers z#, ce qui montre qu’elle converge absolument si |z| < 1 et qu’elle diverge

grossierement si || > 1. On peut donc conclure que ’ le rayon de convergence est 1 ‘

+oo

e Etude de Zczp+1a?2p+1 pour ¢; # 0
p=0

Il faut ici aussi distinguer deux cas :

n
o SidneN, vy=(2n+ 1)(2n + 2), on a affaire au polynéme Qo171 = ZC2p+1x2p+l. On a
p=0

alors T(Qan+1) = (2n+1)(2n+2)Q2, 41 ce qui entraine que Qo171 €st ’ proportionnel & Fp,11 |.

¢ Sinon la série n’a aucun coefficient nul, et un raisonnement analogue a celui fait pour la série

Z csz2p montre que ’ le rayon de convergence est 1 ‘

¢) L’équation (1) est en fait 'équation différentielle (22 —1)y” +2xy’ —yy = 0. L’espace des solutions dans
C%(]—1,1[) est de dimension deux d’aprés le théoreme de Cauchy-Lipschitz. On en a une base formée des

+oo +oo
deux fonctions Z C2pl‘2p et Z Cgp+1x2p+1 ou les coefficients ¢; sont définis par récurrence par cg = ¢; = 1
p=0 p=0
1
(par exemple) et cgyo = ) (k % 1 1) ¢k On a remarqué que si v est de la forme n(n + 1) une de ces

solutions est un polynome.

d) La restriction a ]—1, 1] d’une solution de (1) sur [—1, 1] est évidemment encore une solution de (1) qui
admet des prolongements en 1~ et en —17. Montrons que seules les solutions polynémes (quand il y en a)
ont cette propriété. Nous utiliserons pour cela deux lemmes.

Lemme 1 : si la suite (ay),, oy est de signe fixe a partir d’un certain rang, que la série Z ay, diverge et que
+o00
le rayon de convergence de la série entiere Z a,z” vaut 1, alors la limite en 1~ de sa somme est infinie.

n=1
Lemme 2 : si la suite u,, est a valeurs non nulles a partir d’un certain rang et que ’on a un développement

U 1 1
asymptotique ol 140 () alors la série Z u, diverge.
U n nlnn

n

6



Supposons que v ne soit pas de la forme 2n(2n + 1) et que ¢y # 0. Posons u, = ca,. On a alors

Uptl  Cont2 1 Y 1 1 1 1
= = M — —1-—+0(=]=1-=
Un Can 2n +2 ( " 2n+1> n+ (n2 n+0 nlnn

et le lemme 2 montre la divergence de la série Z Con.-

On obtient de méme la divergence de la série Z Con+1 en appliquant le lemme 1 & la série de terme général
Up = Cap41 81y n'est pas de la forme (2n + 1)(2n + 2) et si ¢; # 0 puisqu’alors

Un+1 Con+3 1 Yy 1 1 1 1
= = 2 1-— =1--4+0|=)=1-— .
Un Cont1 2n+3 < n 2n+2> n+ <n2 n+0 nlnn

+oo 400
Le lemme 1 appliqué avec la variable 22 montre alors que les deux fonctions E conx2F et E 02k+1x2k+1
k=0 k=0

ont des limites infinies & la fois en 1~ et en —17 si ce ne sont pas des fonctions polynoémes. Il en résulte
qu’aucune combinaison linéaire non nulle de ces deux fonctions ne peut avoir de limite finie a la fois en 1~
et en —17.

L’ensemble des solutions de (1) dans C?([—1,1]) est réduit & {0} si v n’est pas de la
forme n(n + 1) pour un entier naturel n, et réduit a Vect(F),) dans le cas contraire.

Preuve du lemme 1 : quitte & remplacer a,, par —a,, on peut supposer «,, > 0 a partir d’un certain rang et

N N
lim Zan:+oo. Soit A € R. Soit N tel que Zan >AetqueVneN, n>N = a, >0. On a alors
n=0

N—oc0

n=0
“+o0 N
pour z € ]0,1] : Z apx™ > Z anpz™ et comme cette fonction polynéme est continue en 1 ou elle prend la
n=0 n=0
N N
valeur Z ap > A, on peut trouver € > 0 tel que z € |1 —¢,1[ = Z anx’™ > A et par suite :
n=0 n=0
—+ 00
VA eR, Je >0 tel que Vo, z €]l —¢,1[ = Zanx” > A.
n=0

Preuve du lemme 2 : 'hypothese faite entraine que u,, est de signe fixe a partir d’un certain rang. Quitte a

remplacer u,, par —u,, on peut supposer qu’il s’agisse du signe plus.
1

Posons v, = I pour n > 2. La fonction x — est non intégrable sur [e, +oo] : elle est de signe fixe

< nlnn rlnz
dt
et / i In(In X). Elle est monotone ; il en résulte que |la série Zvn diverge | On calcule :
o n
1 —1
_ In{14—
n 1\ ! ( ) 1 1 1 1
Untt _ (14 = 1+— " —(1->+0(= 1— +o
Up, n Inn n n? nlnn nlnn
et donc

b 11 (1
U, n  nlon nlnn )’

un+1 vn+1 , . . Un , . N . .
- ~ - On en déduit que la suite — est décroissante a partir d’un certain rang
U, v, +oonlnn Up,

On a ainsi

et donc bornée. Ainsi v, = O (u,,) ce qui assure | la divergence de la série E Unp |




