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H Espaces de probabilité

1 Espaces probabilisés finis

Exercice 1. De combien de fagons peut-on tirer, dans un jeu de 52 cartes, une main de 5 cartes :

1. qui comporte un brelan, mais ni carré ni full 7 (un full est un ensemble de cing cartes dont trois ont
méme valeur et les deux autres une méme autre valeur).

2. qui ne comporte ni 2 cartes au moins de la méme valeur, ni 5 cartes dont les valeurs se suivent, ni
5 cartes d’'une méme des 4 couleurs ?
Exercice 2. * On organise un tirage au sort entre n équipes de basket-ball de leére division et n équipes
de 2iéme division (chaque équipe joue un match, et un seul).

1. Calculer la probabilité p, que tous les matchs opposent une équipe de lere division a une équipe
de 2eme division.

2. Calculer la probabilité ¢, que tous les matchs opposent deux équipes de la méme division.
2n—1

3. Montrer que pour tout n > 1, < (27?) < 221,
4. En déduire lim, 4 pn et limy, 00 @n.-
Exercice 3. © Soient (2, F7,P) un espace probabilisé, et Ay,..., A, des événements. Démontrer que

P(Al ﬁ-'-ﬂAn) > iP(AZ) - (n— 1).

i=1

Exercice 4. QO * Soient (2, F,P) un espace probabilisé. Montrer que pour tout événement A et B

[P(AN B) — P(A)P(B)| <

N

Exercice 5. QO** Montrer la formule de Poincaré :

P( U Ap)=pi—po+-+(-1)""'p, = Z(—l)k_lpk
k=1 k=1

1<i;<--<ip<n
Exercice 6. * Un facteur posséde n lettres adressées & n destinataires distincts. Il est totalement ivre et
poste au hasard une lettre par boite.
1. Quelle est la probabilité d’obtenir la bonne répartition ?
2. Quelle est la probabilité qu'une lettre au moins arrive a la bonne adresse ?
3. Quelle est la probabilité qu’aucune lettre n’arrive a la bonne destination ?
4

. Quel est le nombre d,, de manieres différentes de poster les lettres de telle sorte qu’aucune n’arrive
a destination ?



Exercice 7. * On dispose r boules & l'intérieur de n urnes (avec r < n), chaque urne pouvant contenir
plusieurs boules.

Les répartitions possibles sont équiprobables.

a) Déterminer la probabilité de I’événement :

A: « chaque urne contient au plus une boule »
b) Déterminer la probabilité de ’éveénement :
B : « il existe une urne contenant au moins deux boules »

Exercice 8. ** Soient A et B deux événements indépendants de (2,7, P). On pose Z = 14 + 1p.
1. Déterminer Z(£2).

2. Montrer qu’il existe k € Z(Q) tel que P(Z = k) >

O

2 Tribus, limites supérieures, inférieures

Exercice 9. (Image récirproque d’une tribu) © Soit X un ensemble, (£2,.4) un espace probabilisable et
une application f : X — Q. Montrer que f~1(A) = {f~1(A4), A € A} est une tribu sur X.

Exercice 10. ** Une partie A C R est dite symétrique si A = —A, ol
—A={zeR:FyeA z=—y}

Soit A ={A4 € P(R) : A= —A} l'ensemble des parties symétriques de R.
1. Montrer que A= {AU(—A): A€ P(R)}.
2. Montrer que A est une tribu de R.

3. Caractériser les fonctions f : R — R telles que
VAc A, f71(A) € A
4. Caractériser les fonctions f : R — R telles que
VX € P(R), f~1(X) € A

5. Montrer que A est la tribu image réciproque de la tribu grossiere P(R) de R par la fonction valeur
absolue V : R — R.

6. Décrire la tribu engendrée par {{a,—a} : a € R}.
Indication : On pourra commencer par montrer qu’elle est incluse dans A ainsi que dans la tribu
engendrée par les singletons.

Exercice 11. QO** On souhaite montrer qu’il n’existe pas de tribu infinie dénombrable.
Soit donc X un ensemble et A une tribu au plus dénombrable sur X. On va montrer que A est finie. Pour
tout z € X, soit

Az)= () A

z€A,AcA
Montrer que A(z) € A.
Montrer que A(z) est le plus petit élément de A contenant x.
Montrer que y € A(x) = A(y) = A(x).
Soit x et o deux éléments de X. Montrer que A(z) = A(zo) ou bien A(z) N A(zo) = 0.
Soit £ ={B C X | 3z € X, B = A(z)}. Montrer que A est engendrée par £.

En déduire que toute tribu au plus dénombrable est finie.

AN o o D



Exercice 12. * Soit Q un ensemble. On appelle limite supérieure des A,,, et on note lim sup,, A,, 'ensemble
des éléments de £ qui appartiennent & une infinité de A,,.

On appelle limite inférieure des A,,, et on note lim inf,, A,,, ’ensemble des éléments de {2 qui appartiennent
a tous les A,,, sauf un nombre fini d’entre eux.

1. Ecrire les définitions de lim inf,, A,, et limsup,, A, avec les quantificateurs V et 3. Les traduire en
termes ensemblistes & Paide de () et .

2. Déterminer les ensembles limsup,, A4,, et liminf,, A,, dans les cas suivants :

(a) A, =] —o0,n];

(b) A, =] — o0, —n];

(c) Agp = A, Agpi1 = B
(d) A, =] —o0,(-1)"].

3 Probabilités conditionnelles

Exercice 13. Une information est transmise a l'intérieur d’une population. Avec une probabilité p, c’est
I'information correcte qui est transmise & chaque étape d’une personne a une autre. Avec une probabilité
1 —p, c’est I'information contraire qui est transmise. On note p,, la probabilité que I'information apres n
transmissions soit correcte.

1. Donner une relation de récurrence entre p,,+1 et py.
2. En déduire la valeur de p,, en fonction de p et de n.
3. En déduire la valeur de lim,, p,,. Qu’en pensez-vous?
Exercice 14. Vous jouez a pile ou face avec un autre joueur. Il parie sur pile, lance la piece, et obtient pile.

Quelle est la probabilité pour qu’il soit un tricheur ? On supposera que la probabilité d’étre un tricheur
parmi la population est x.

Exercice 15. ©O* On considére N coffres. Avec une probabilité p un trésor a été placé dans I'un de ses
coffres, chaque coffre pouvant étre choisi de fagon équiprobable. On a ouvert N — 1 coffres sans trouver
le trésor. Quelle est la probabilité pour qu’il figure dans le dernier coffre ?

Exercice 16. *** Soient A et B deux parties d’un ensemble 2 telles que
ANB#0, ANB #£0,ANB #0,A° N BY #0.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le quadruplet (p,q,r,s) de ]0, 1[*, pour qu’il existe
une probabilité P sur Q telle que :

(P(AIB), (P(A]B*), P(BIA), P(BIA%))) = (p,q.7.5).

On vérifiera que (AN B, AN B¢, A°N B, A°N B) forme une partition de Q et que donc il suffit de trouver
des nombres p; € [0,1] de somme 1

(P(ANB),P(AN B°),P(A°N B),P(A°N B)) = (p1, p2, 3, p4)

Exercice 17. QQO* Une particule se trouve & U'instant 0 au point d’abscisse a (a entier), sur un segment
gradué de 0 & N (on suppose donc 0 < a < N). A chaque instant, elle fait un bond de +1 avec la
probabilité p (0 < p < 1, p # 1/2), ou un bond de —1 avec la probabilité ¢ = 1 — p. Autrement dit, si
est I’abscisse de la particule a 'instant n, on a :

| xp+1 avec probabilité p
Tntl = 2, -1 avec probabilité 1 — p.

Le processus se termine lorsque la particule atteint une des extrémités du segment (i.e. il existe x,, avec
Zn =0o0uz, =N).



1. On note u, la probabilité pour que la particule partant de a, le processus s’arréte en 0.
(a) Que vaut up? uy?
(b) Montrer que si 0 < a < N, alors ug = pugr1 + qua—1-
(¢) En déduire 'expression exacte de .

2. On note v, la probabilité pour que la particule partant de a, le processus s’arréte en N. Reprendre
les questions précédentes avec v, au lieu de u,.

3. Calculer u, + v4. Qu’en déduisez-vous ?

Exercice 18. ** Soient b,d,r > 0.

Une urne contient initialement b boules blanches et r boules rouges. On réalise ’expérience suivante :
e On tire une boule de 'urne au hasard uniforme, et on note sa couleur.
e On remet la boule dans I'urne, et on ajoute d boules de la méme couleur.

On répete 'expérience autant de fois que 'on veut.

Soit n > 1. Déterminer la probabilité que la boule tirée soit blanche lors du n-ieme tirage.
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(Solutions)

Solution 1.

1. La main est donc de la forme AAABC, ou A, B, C sont des valeurs deux a deux distinctes.
On choisit tout d’abord la valeur A de la premiere carte parmi les 13 possibilités. On choisit 3 cartes
de cette valeur parmi 4. Il y a (3) possibilités.
On choisit ensuite deux autres valeurs parmi les 12 restantes. Il y a (122) = 66 possibilités. Il y a 4
cartes possibles pour chacune de ces deux valeurs, soit 16 possibilités.
Le nombre de mains est donc 13 x 4 x 66 x 16 = 54912.

2. On cherche donc parmi cinq cartes ayant des valeurs distinctes les mains ou les cartes ne se suivent
pas, et celles qui ne sont pas d’une méme couleur. Si on appelle A I’ensemble des mains ou les
valeurs sont distinctes, B ’ensemble de celles ou les cartes se suivent, et C' ’ensemble de celles ou
les cartes sont de méme couleur, les ensembles B et C sont inclus dans A, et donc

|[A\ (BUC)| =|A] —|BUC]|.

D’autre part
|[BUC|=|B|+|C|—|BnC].

Donc
[A\ (BN O)|[=[A[+[BNC|—|B]—[C].

Pour A, on choisit 5 valeurs parmi 13. Puis pour chaque valeur, on choisit une des quatre cartes de
cette valeur, ce qui 4° possibilités. Donc

13
|A| = 4° ( . ) = 1317888.

Pour B, on choisit la premiere carte de la série, il y a 9 possibilités (lorsque la premiere carte est le
9,la derniere est le roi). Puis pour chaque valeur, on choisit une des quatre cartes de cette valeur,
ce qui fait 4% possibilités. Donc

|B| = 4° x 9 = 9216.

Pour C, on choisit la couleur, il y a 4 possibilités. Puis pour chaque couleur, on choisit 5 cartes de
la couleur obtenue, ce qui fait (153) possibilités. Donc

c] = 4(153) — 5148,

L’ensemble B N C' est constitué des mains dans lesquelles les cartes se suivent et sont de méme
couleur. On choisit la couleur, il y a 4 possibilités, et pour chaque couleur il y a 9 possibilités. Donc

IBNC| = 36.

Finalement
|[A\ (BUC)| = 1317888 + 36 — 9216 — 5148 = 1303560.

Solution 2.



1. On va dénombrer les tirages au sort en tenant compte de 'ordre des matchs dans le tirage (c’est-a-
dire que si ’on a 4 équipes A,B,C et D, les tirages (A-B,C-D) et (C-D,A-B) sont comptés comme deux
tirages différents car ils n’ont pas le méme premier match). On pourrait faire sans cette convention,
on obtiendrait les mémes résultats mais cela changerait un peu la fagon de faire. Un tirage au sort
se présente donc comme une n—liste de matchs, c’est-a-dire une n—liste de combinaisons 2 a 2
disjointes. Il y a (22”) fagons de choisir la premiere combinaison. Puis, cette combinaison choisie, il y

21—2 .. .. . .. . N
a encore ( i ) facons de choisir la combinaison suivante. Et ainsi de suite... Ainsi, le nombre total

de tirages au sort est :
2n 2n — 2 4\ (2 (2n)!
X X ... = .
2 2 2/ \2 2mn

Parmi ces tirages, comptons ceux qui ne font s’opposer que des équipes de division distinctes. Pour
le premier match, il y a n fagons de choisir ’équipe de premiere division, et n fagons de choisir
I’équipe de deuxieme division, soit n? choix. Pour le second match, il reste & choisir parmi n — 1
équipes, et donc on a (n — 1)? choix. Finalement, on obtient :

(n!)? 2n
TTGETE)

2. D’abord, si n est impair, un tel tirage au sort est clairement impossible, et ¢, = 0. On suppose
donc que n est pair et s’écrit 2k. On choisit d’abord les & matchs parmi 2k qui opposent les matchs
de lére division entre eux : cela fait (Qkk) choix. Une fois ce choix réalisé, il faut compter le nombre

de tirages a l'intérieur entre équipes de lere division. De la méme fagon que lorsqu’on a compté le
(2k)!

nombre total de tirages au sort, on trouve De méme pour les tirages au sort entre équipes de

=
2¢ division. On a donc : ?
(%)
Qr = %-
(2¢)

3. Ecrivons que :
2n)!=2"(2n—-1)(2n —3)...3 x 1 x nl.

On a donc :

<2n> _ g2 1)(2n'— 3)...3%

Maintenant, en utilisant ’encadrement 2n — k — 1 < 2n — k < 2n — k + 1, on obtient

2n(2n—2)(2n—4)...4x2 < <2n) §2n2n(2n—4)...4><2

n! n n!

qui donne finalement le résultat demandé.

4. On a donc : n
OSPnSF7

qui prouve que p,, tend vers 0 si n tend vers +00. De méme pour g,...
Solution 3. On va procéder par récurrence sur n, le point clé étant la formule
P(ANn B)=P(A) +P(B) —P(AU B).

La propriété est vraie si n = 1. Supposons-la vraie jusqu'au rang n — 1, et prouvons-la au rang n. On
pose A=A;N---NA,_1 et B=A,. Alors, d’apres la formule précédente

P(A; NN A,) = P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B).

Maintenant, on utilise I’hypothése de récurrence pour minorer P(A), et on utilise le fait que P(AUB) < 1,
et on obtient

]P’(AlﬂmmAn)ZEP(Ai)—(n—2)+P(An)—1

ce qui est exactement le résultat voulu.



Solution 4. Le cas P(A N B) = 0 vient du fait que P(A)P(A) <
Puis pour A et B est quelconque, on pose A’ = A\ AN B et

o~ =

IP(ANB) — P(A' U (AN B))P(B)| = |P(AN B)(1 — P(B)) — P(A)P(B)|.

De plus, P(AN B)(1 —P(B)) < P(B)(1 —P(B)) et P(A)P(B) < (1 —P(B))P(B). Comme la différence

de deux réels positifs inférieur & 1 reste inférieure & Jonen déduit le résultat.

Solution 5. On procede par récurrence, le cas n = 1 s’écrivant P(A;) = P(A4,).
Posons B = J;'_, A et appliquons la formule

P(B| JAns1) = P(B) + P(4;) — P (B N An+1>

Par récurrence,
n

P(B)=pi—p2+-+ ()" 'pp = (-1 'py
k=1
avec

Pr = Z P(Ailm-“ﬂAik).

1<ip < <ip<n
et en posant Ek = A Ans1 pour 0 <k <n,

n

P (U gk) =p1—D2t -+ (-1)""'p, = Z(fl)kflﬁk

k=1 k=1

P = > PA,N-N4,)= > P(A, NN A N Ap).

1<iy<-<ip<n 1<ip < <ip<n

Les py et les p et P(A,,4+1) au rang n permet de retrouver les pg, du rang n + 1 avec le bon signe.
Solution 6.

1
1. Il y a clairement - possibilités.
n

(n—1)!
n!
On veut caluler la probabilité de I'événement E = |J!'_; A; et avec la formule de Poincarré on

obtient :
n ny\(n—~kK)! m(—1)kt
pe) = >0 () U -

k=1 =1

2. Notons A; I’événement la i-éme lettre arrive a bon port : P(4;) =

k
Quand n tend vers 400, cette quantité tend vers 1 — e~ ~ 0, 632.

Solution 7.
1.ya (":ﬁ;l) maniere de mettre r boules indiscernables dans n urnes : on choisit n — 1 délimiteurs
parmin +r — 1.
Ensuite, Pour que chaque urne ait au plus une boule, on doit donc choisir les r urnes parmi n. la
probabilité recherchée est donc
™ nn—1)---(n—r+1) (n—1)---(n—7r+1)

p:(n+rfl) n+r—1)--n C(ndr—1)---(n+1)

2. Cest 1 —p.

Si on considere les boules discernables, alors le nombre de cas possibles est n” et de cas favorables
n(n—1)---(n—r+1). La probabilité n’est alors plus du tout la méme.



Solution 8.

1.
2.

On a Z(Q) c {0,1,2}.

4 4
On suppose par labsurde que P(Z = 0) < §,P(Z =1)< 9 et P(Z =2) < § et on pose
1 1
P(4) = ;a, —1<a<l et P(B):%B, _1<B8<1

On explicite les inégalités P(Z = k) < %, k =0,1,2, pour obtenir

16 1 16
1—(a+ﬁ)+a6<§, §<a6 1+(a+ﬁ)+aﬁ<§.
Ainsi « et § ont méme signe. Supposons sans perte de généralité que o > 0 et § > 0. Dans ce cas

1 16
0<a<l, O<B<1,§<a5 et 1+(a+5)+a5<§.

Posons u := y/af > % On a

16 16
§>u2+(a+5)+1>u2+2\/a5+1:(u+1)2>3

4
c’est absurde. Ainsi il existe k € Z(Q2) tel que P(Z = k) > 9

Remarque. En considérant deux variables aléatoires U et V indépendantes suivant la loi B (%) et en posant
A:={U=1)et B:=(V =1), on constate que P(Z=0)=1/9,P(Z=1)=4/9et P(Z =2) =4/9 ce
qui montre que la constante 4/9 est optimale

Solution 9. Fait en cours.

Solution 10.

1.

Onpose A’ ={AU(-A): A PR)}. Soit B=AU—-Aec A alors —-B=—-AUA=AU-A=B,
donc B € A. Réciproquement, si A € A, alors A= AUA=AU—-Acar A= —Aet donc A e A
Par double inclusion, on a montré 1’égalité.

Il est clair que R € A. De plus, si A € A, alors & A ssi —z ¢ A, et donc —A = A. Enfin, soit
(A)nen € AN, alors A, = A, U (—A,) et donc Unen 4n = Unen An U —U,en An- D’apres 1),
UnEN A" € ‘A

Ce sont les fonctions f telles que x — | f(z)| est pair : supposons f(—x) # f(x), alors f=1({f(z)})
ne contient pas —z, mais par hypothese —z € f=*({f(z), —f(z)}), donc f(—z) = —f(x). Récipro-
quement, si x — |f(x)| est paire, alors la propriété est vérifiée.

De méme, ce sont les fonctions f paires : on sait d’aprés la question précédente que x +— |f(x)]| est
paire. Mais si f(x) # f(—x), alors f=1{f(z)}) contient x, mais pas —z. On en déduit f~*{f(x)}) ¢
A, ce qui est exclu par hypothese. On a montré f(—z) = f(x) pour tout x. Réciproquement, si f
est paire, on vérifie facilement VX € P(R), f~1(X) € A.

Soit X € P(R), alors V71(X) = X [J—X et d’apres 1/, c’est la tribu A.

. On va montrer que c’est la tribu

C=ANn{X € P(R), tel que X ou X est au plus dénombrable}.

Il et clair que la tribu D engendrée par {a,—a} contient C car une tribu est stable par union
dénombrable et par passage au complémentaire. Pour montrer que D = C, il reste a prouver que C
est une tribu. Il suffit de prouver que X = {X € P(R), tel que X ou X est au plus dénombrable}
est une tribu. Elle contient R car () est de cardinal nul. De plus, elle est par définition stable par
passage au complémentaire. Soit (X,,) € XN, Si tous les X,, sont au plus dénombrables, alors U, Xn
est au plus dénombrable et donc appartient a X. Et si I'un des X,,; n’est pas dénombrable, alors
X, est au plus dénombrable. Donc {J,, X,, =, X, € X o €st au plus dénombrable et appartient
encore & C. On a montré que C est bien la plus petite tribu contenant les {—a,a}.




Solution 11. A est supposée dénombrable.
1. Une tribu est stable par intersection dénombrable.

2. Puisque c’est 'intersection de toutes les parties qui contiennent x, elle contient = et si une partie
de A contient x, alors elle contient son intersection avec toutes les autres.

3. En fait I'idée est que si B C A(z) une sous partie propre, alors elle est vide : on a x € B, ou z € B
et donc B =0 ou B = 0.

4. Conséquence de la question précédente et donc les A(x) forment une partition (dénombrable).

5. Pour tout A € A, A = [J,c4 A(z) qui est une nion au plus dénombrable donc dans la tribu
engendrée par £. L’inclusion inverse étant déja vue, on a égalité.

6. Soit I = {A(z), « € A}. L’ensemble I est au plus dénombrable et A est en bijection P(I). Or, si [
est fini, P(I) aussi et si I est dénombrable, alors P(I) ne l'est plus. Ce qui termine la preuve.

Dans les exercices au programme, trouver la tribu engendrée par une classe C de parties d’un ensemble
E se fait généralement en ajoutant a C' les unions dénombrables et les complémentaires des parties de C.
Si 'on obtient ainsi une tribu, on a bien trouvé la tribu engendrée par C.

Manque de chance, cela ne marche pas toujours, notamment pour le cas de la tribu borélienne sur R. Si
I’on procede de la sorte en partant des intervalles réels, on ne tombe en effet pas sur une tribu. Il faut en
fait itérer ce processus par récurrence transfinie pour obtenir la tribu des boréliens.

Cela explique pourquoi il est impossible de fournir une description explicite complete des boréliens de R.
On peut montrer que la tribu borélienne sur R a la puissance du continu, ce qui montre ’existence de
non-boréliens (car P(R) a une puissance strictement supérieure & celle du continu).

Solution 2.

Solution 13. 1. On note I,, 'événement : “I'information apres n transmissions est correcte”. D’apres la
formule des probabilités totales, on sait que

P(Ip41) = P(Int1|1n)P(1y) +P(In+1|z)P(E)~

Mais, P(I,41|I,) = p (Uinformation doit étre transmise correctement) et P(I,+1|I,) = 1 —p
(Pinformation doit étre mal transmise). On en déduit que

Prnt1 =P Xpn+ (1 =p) x (1 —=pn) = (2p—1)pn + (1 —p).
2. On a une suite arithmético-géométrique. Sa limite possible [ vérifie
I=2p—-1)xI+(1—-p) = l=1/2.
On pose alors u,, = p, — % et on vérifie que (u,) est géométrique de raison (2p — 1). En effet,

1

1 1
Unpt1 =pn+1—§=(2p—1)pn+(1—p)—§ =(2p-1) (pn—2>-

On en déduit u,, = (2p — 1)"ug avec ug = pp — 1/2 = 1/2. On conclut que

—1+1(2 "
Pn=75+5(2p :

3. On distingue alors trois cas :

— Si p = 1, l'information est transmise presque stirement correctement, et p, = 1 pour tout
entier n.

— Si p = 0, 'information est presque stirement mal transmise, et pa, = 1, pa,+1 = 0 pour tout
entier n.

— Si p €]0,1], alors |2p — 1] < 1 et donc (p,) converge vers 1/2. On n’a plus de traces de
I'information initiale!



Solution 14. Soit z la proportion de tricheurs dans la population. On note respectivement P, F, H, T les

événements “le joueur obtient pile”, “le joueur obtient face”, “Le joueur est honnéte”, “le joueur est un

tricheur”. I semble raisonnable de convenir que P(P|H) = 1/2 et P(F|H) = 1/2 et P(P|T) = 1 (un

tricheur fait vraiment ce qu’il veut!). On cherche donc P(T'|P). De la formule de Bayes, on déduit :
P(P|T)P(T) x 2x

Solution 15. Considérons I’événement A : un trésor est placé dans I'un des coffres. Par hypothese P(A) = p
Considérons I'événement A; : un trésor est placé dans le coffre d’indice i. Par hypothese P(A4;) = P(A4;)
et puisque les événements A; sont deux a deux incompatibles

On doit donc calculer

Mais N1
PAN---N4,_1)=1-P(A U uAn,l):p( N_ )
et - B
P(A, N A N NA,_y) = P(A,) = %
donc B B »
P01 0) = iy,

Solution 16. Si (E;);cs est une partition de w et (p;)icr une suite de réels > 0, telle que Zpi =1, alors
il
il existe une probabilité P sur Q telle que P(E;) = p; pour I de cardinal dénombrable (la preuve est la
méme que pour la version atomique) : Pour chaque E; on considére une probabilité P; de loi (2%, p,i)piep,
et on pose
51‘1' = DPziDi;
la loi (2, Dy )z,ep, ic1 est un germe de probabilité sur Q.
De plus,
Q=(AUA YN (BUB)=(ANB)U(ANB)U(A°N B) U (A°N B°)

ce qui détermine une partition de €.
L’exercice est donc équivalent & déterminer I'existence de (p; € R% ;i € {1,---,4}) de somme 1 avec

P(ANB) =p1, P(ANB°) =py, P(A°N B) = p3, P(A°N B°) = py.

On pose
P(A) =X, P(B)=Y

P(A°NB) P(AB) p; 1-p 1

P(ANB)  PAB) p_ p RS
P(A°NB°) P(A°B°) ps 1—gq
PANBY) ~ PABY)  p g Q= pi=Gp

P(ANB¢) P(B°|A) ps 1-r

= = — = =-—-1= -

PANB) _ PBIA) p r = p2 =t

P(A°NB°) P(BYAY) ps 1-s 1

= = = = — — 1 = =
P(A°nB)  PBIAY)  ps s 5= pa=5ps

[l

—

=

»
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ave P, Q, R, S € R..
Nous devons donc résoudre le systeme

P 0 1 0\ [p 0
0 —-Q o 1|[p]| |0
“R 1 0 o]|ps] |0
0 0 -S 1) \p; 0

La matrice A ci-dessus a pour déterminant RQ — PS (on développe suivant la premieére colonne, par
exemple).

Comme on cherche une solution telle que p; > 0, il faut donc que ce déterminant soit non nul.
Montrons que la condition est en fait suffisante :

1. Sil'un des p; est nul, ils le sont tous (on utilise PQRS # 0). Par exemple, si p; = 0, les lignes 1 et
3 donnent p3 = py = 0 et la derniere ligne donne py = 0.

2. Comme les p; sont non nuls, ils sont de méme signe et le noyau est de dimension 1 : donc
(p1,p2,p3,p4) est défini & un scalaire preés. quitte a diviser par la somme des p;, on peut supposer
que cette somme vaut 1.

3. Si (p1,p2,p3,p4) est cette solution, alors par construction, (p,q,r,s) correspond aux probabilités
conditionnelles de ’énoncé, ce qui permet de conclure.

Solution 17.

1. (a) Par définition, on a ug = 1 (le processus commence en 0, il s’arréte immédiatement, en 0), et
un = 0 (le processus commence en N, il s’arréte aussitot, en N).

(b) On note A 'événement : "Partant de a, le processus s’arréte en 07, B I’événement : "Partant
de a a l'instant 0, a l'instant 1, la particule est en a 4+ 17, et C I’événement : "Partant de a a
Iinstant 0, a 'instant 1, la particule est en a — 1”. Par la formule des probabilités totales :

P(A) = P(B)P(A|B) + P(C)P(A|C).

Maintenant, puisqu’on part a instant ¢ = 0 de a, on a P(B) = p et P(C') = q. D’autre part, si
la particule est a I'instant 1 en a+ 1, la probabilité que le processus s’arréte en 0 vaut u,41. On
a donc : P(A|B) = ug+1, et de méme P(A|C) = uq—_1. On en déduit la formule de récurrence :

Ug = PUg+1 + qUq—1-

(c) Pour a allant de 1 & N — 1, la suite (u,) vérifie la formule de récurrence :
_ q
Ug4+1 = —Ug — —Ug—1-
p

L’équation caractéristique de cette récurrence est :

1
r?——r4 4_ 0.
p p
Cette équation du second degré admet deux solutions distinctes,
ri=1et rg = 4
p

(remarquer ici I'utilisation de I’hypotheése p # 1/2 qui permet d’affirmer que les deux racines
sont distinctes). Il existe donc des réels A et p tels que, pour tout a dans {0,..., N}, on ait :

ua:)\—l—,LL(q) .
p

Utilisant que ug = 1 et uyy = 0, on obtient :
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2. Le méme raisonnement prouve que :

Vg = PUa+1 + qUg—1-

La résolution de cette récurrence donne :

Y — pN . pN (q)d
COpN =gV gV —pN \p

3. On vérifie aisément que u, + v, = 1. Ceci signifie que, presque sirement, le processus va s’arréter.
a a b) b

Solution 18. On pose B; I’événement "une boule blanche est tirée au i-eme tirage”.
On pose R; I'événement "une boule rouge est tirée au i-eme tirage”.
Au premier tirage, on a P(By) = ——.

b+ r
Pour le second tirage, on calcule :

_b+d b b r b
T b+d4+r b+r b+d+r b+r b1

b
T b+

P(B3|B,)P(B;) + P(Bz|Ry)P(Ry)

On va démontrer par récurrence sur n > 1 que P(B,,)

Initialisation : Ok.

Hérédité : Soit n > 1. On suppose que le résultat est vrai pour n > 1.

On ne peut pas utiliser P(B,,+1|By) dans nos calculs, car on ne sait pas exactement combien de boules
sont contenues dans l'urne quand B,, est vrai (’événement B,, ne donne pas le nombre de boules dans
Purne). A part Bj.

Regardons P(B,,+1|B1). Aprés 1 tirage, si By est vrai, on a b+ d boules blanches et r boules rouges. Pour
arriver a n + 1 tirages, il reste donc n tirages a faire.

Cela revient exactement a faire n tirages en commencgant avec b’ = b+ d boules blanches et ' = r boules
rouges.

Ainsi, d’apres 'hypothese de récurrence, on en déduit que P(B,,+1|B,) = ﬁ/r, = bi'gj_r.

De méme, regardons P(B,,+1|R1). Aprés 1 tirage, si Ry est vrai, on a b boules blanches et r + d boules
rouges. Pour arriver a n + 1 tirages, il reste donc n tirages a faire.

Cela revient exactement a faire n tirages en commencant avec b’ = b boules blanches et ' = r + d boules
rouges.

Ainsi, d’apres 'hypothese de récurrence, on en déduit que P(B,,+1|B1) = b/i—/r, = ﬁ.

On obtient ainsi :

b+d b b T b

P(Brt1) = P(Bnra| BI)P(B1) + P(Bna | B)P(By) = - X pm -y X =
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