LycktE CLEMENCEAU MPI/MPI*

FEuILLE DE T.D. N° 09

Séries entiéeres

Exercice 1. Il y a une boule blanche dans une urne. On joue indéfiniment
a pile ou face avec une piece. Quand la piece tombe sur face, on ajoute
une boule noire dans 'urne. Quand elle tombe sur pile, on tire une boule
au hasard de l'urne et le jeu est fini.

1. Soit, pour chaque n € N*, ’'événement A,, : « la piece tombe sur Pile
la premiere fois au n—ieme lancer ». Montrer que ces événements
forment un systéme quasi complet d’événements.

2. Quelle est la probabilité de tirer un jour une boule blanche ?

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,z"™
dans les cas suivants :

1. a, =sinn 4. a, = tan (n77r>
sinn
2. a, = _
@ n 5. a, =n!
3. an=+/n 6. a, (2n)!
nln™

Exercice 3. Soient les deux séries entieres

2n 2n+1
X

— et E :U .
2n 2n+1

n>1 n>0

1. Calculer le rayon de convergence de ces deux séries et, quand elles
convergent, calculer leur somme.

2. Calculer le rayon de convergence R de la série entiere
x2n+1

= 2n(2n+1)

et montrer que, pour tout z €] — R, +R[, sa somme vaut

1—=z 1+

S(z) = In(1 —z) — Tln(1+x)+x.

1

Sn{an T Converse et caleuler sa somme,

3. Montrer que la série Z
n>1

Exercice 4. Soient une suite de réels a,, et la suite des sommes partielles
n
a
Sn = Z ak. On suppose que : a, > 0, S, diverge et S—n tend vers 0.
k=0 "

Montrer que les rayons de convergence des deux séries entieres » . S, z"
et > anz™ sont égaux a 1.

Exercice 5. Rechercher les solutions développables en série entiere de
I’équation différentielle

day”(x) + 2y (x) — y(z) = 0.

Montrer qu’elles sont définies sur | — oo, +00] et, en utilisant des fonctions
usuelles, les exprimer en fonction de x pour tout x positif et pour tout =
négatif.



Exercice 6. Soit, pour chaque n € N,

1 tn
= dt.
i /0 1+t

1. Mq le rayon de convergence de la série entiere > a,z™ est 1.
2. > théoréme 14 du chapitre VII.

o0
Soit, pour tout x €] — 1, +1[, f(z) = Z anz". Montrer que
n=0

~ In(2)  In(l1-2)
142 1+x

f(x)

Exercice 7. Développer en série entiere et en déduire que, pour

1
V1 —dx

55)000)-

p=0

tout entier naturel n,

Exercice 8 (produit de Cauchy & équation différentielle).
arcsin(z)

V1—22

1. Montrer que la fonction f définie par f(x) = est dévelop-

pable en série entiere sur | — 1, +1].

2. Former une équation différentielle vérifiée par la fonction f sur
] —1,+1[.

3. En déduire les coefficients du développement en série entiere de f.

Exercice 9 (séries entieres & complexes). Soit un réel a. Montrer que la

oy
%,(m) est infini et calculer,

rayon de convergence de la série entiere )
pour tout z € R,

2. 2" sin(na)
2

n=0

Exercice 10 (extrait de Centrale-Supelec 2024 PC Math 2).
Soit z € C. Pour tout n € N*, on pose
n
Uy, = (1 + E) .
n
On veut montrer que la suite (uy,)nen converge vers e?.
1. Montrer que, pour tout t € C,
|(1+1) — | < [t

2. Soit (a,b) € C? et n € N*. On note M = max{|al, |b|}.
Montrer que |a™ — b"| < nM"™ Y|a — b).

n
(1—1—3) —e*
n

4. Conclure que la suite (u,),en+ converge vers e”.

2
< g
n

3. Montrer que, pour tout n € N*|

Exercice 11. Soient (a,) une suite de complexes et R le rayon de conver-
gence de la série entiere > a,2".
1. Déterminer le rayon de convergence de la série enticre > a2 z".

2. Montrer que, pour tout réel 3, la série entiere > na, 2" a pour
rayon de convergence R.

Exercice 12. Soient R, > 0 et Ry > 0 les rayons de convergence de deux
séries entieres > a,x™ et Y b,z™. La série entiere Y (anb,)x™ est appelée
le produit de Hadamard de ces deux séries entieres. Soit R son rayon de
convergence.

1. Soit r un réel tel que 0 < r < R, - Rp. Justifier qu'il existe r, > 0 et
r, > 0 tels que
re <Ry , 1Tp<Rp et rq-rp=r.

2. Montrer que R > R, - Ry.

3. Calculer le produit de Hadamard des séries entieres Y 2™ et anz™.
Et des séries entieres > 2?7 et Y 22" 1. Qu'en déduire ?



