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Séries entiéres & équations différentielles
(d'apres CCP TSI 2013, épreuve Maths 1)

Soit (F) Iéquation différentielle
22y () — (2% — 1)y (&) — (222 + y(x) = 0.

1. Rechercher les solutions développables en série entiere de 1’équation différentielle (E).

2. Pour quelle(s) valeurs(s) du réel « la fonction = — z® est-elle une solution, sur Uintervalle |0, +o00], de
I'équation différentielle (E)?

3. Résoudre, sur l'intervalle |0, +-o00[, 'équation différentielle (). (De deux manieres : en faisant varier la
constante & en utilisant une série entiere.)

1. (a) Soit R le rayon de convergence de la série entiere ) anz™ et Va €] — R, +R][, f(z) = > 72 anz™ :
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(b) Soit x # 0 et up = : [up+1] = z2 — 0, donc le rayon de convergence de cette série entiere

P+ Jup| (P +2)(p+3) poeo
est R = +oo d’apres le critére de d’Alembert.
2. Soient un réel « la fonction g :]0, +oo[— R, x +— z%. Cette fonction g est deux fois dérivable et Yz > 0, ¢’(z) = az®~!
et g (z) = a(a — 1)z®~2. Pour tout = > 0, 22¢"(z) — z(22% — 1)¢'(z) — (222 + 1)g(z) = z%a(a — 1)z*~2 — (222 —
Daz®~t — (222 4+ 1)z® = (o2 — 1)a® — 2(a + 1)z°*+2 = (a + 1)2® [(a — 1) — 222] . Cette quantité est nulle pour tout
z>0ssta=—1.

3. (a) PREMIERE METHODE : on fait varier la constante.

1
On cherche la solution générale de (E) sur ]0, +o0[ sous la forme y(z) = k(z) - — :
x

(E) z? [k"(z)% — 2k'(m)$—12 + k(a:)%} —z(22% - 1) {k'(a:)% — k;(ac)mi2 — (222 + 1)k(x)i =0
zk" (z) = (222 + 1)k (z)
l(x) = (230 + i) £(x) en notant £(x) = k'(z)

2
£(x) = L-ze® ou L est une constante
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2
k(z) =L-e® 4+ K ou K est une constante.
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Donc y est une solution ]0, +oo[ de (E) si, et seulement si, 3(K, L) € R?, Vz €]0, +oo[, y(z) =

DEUXIEME METHODE : on utilise les solutions trouvées aux questions précédentes. Sur l'intervalle |0, +o0o[ (pourquoi ?),

(E) est une équation différentielle linéaire du second ordre sans second membre. On sait que sa solution générale est
de la forme : x = K1 + Lpa, ou 1 et 2 sont deux solutions linéairement indépendantes.
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D’une part, pour tout = €]0, +oo[, f(z) = E —_— == E -t =
=0 (p+1)! ) (p+1)! x

D’autre part, la fonction g : = — % est aussi une solution sur ]0, +ool.
Ces deux solutions sont linéairement indépendantes, donc

1
y est une solution |0, +oo[ de (E) si, et seulement si, 3(A, B) € R?, Vz €]0,+oof, y(z) = A- -~ +B- ———
z




