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C o l l e no 1 2

S é r i e s d e f o n c t i o n s & p r o d u i t s s c a l a i r e s

Exercice 1. Soit, pour chaque n ∈ N∗ et pour tout x ∈ R : fn(x) =
1

n
cosn(x) · sin(nx).

1. Montrer que f ′
n(x) = cosn−1(x) · cos [(n+ 1)x] pour tout x ∈ R.

2. Montrer que la série de fonctions
∑

fn converge simplement sur [0, π].

3. Soit, pour tout x ∈ [0, π], S(x) =

∞∑
n=1

fn(x).

(a) Montrer que la fonction S est de classe C1 sur ]0, π[ et que

∀x ∈]0, π[, S′(x) = −1.

(b) Calculer S(x) pour chaque x ∈ [0, π].

(c) La convergence de la série
∑

fn est-elle uniforme sur [0, π] ?

Figure 1 – Les fonctions

n∑
k=1

fk pour n ∈ {2, 10, 20, 50}

Exercice 2 (Matrices de Gram & matrices de Hilbert). Soit E un espace préhilbertien. La matrice de Gram
d’une famille (v1, v2, · · · , vn) de n vecteurs de E est la matrice

G(v1, v2, · · · , vn) =


< v1|v1 > < v1|v2 > · · · < v1|vn >
< v2|v1 > < v2|v2 > · · · < v2|vn >

...
...

. . .
...

< vn|v1 > < vn|v2 > · · · < vn|vn >

 .



1. Soient u et v deux vecteurs de E. Montrer que le déterminant de la matrice

G(u, v) =

(
< u|u > < u|v >
< v|u > < v|v >

)
est positif. À quelle condition (nécessaire ? suffisante ?) est-il strictement positif ?

2. Soit une famille (v1, v2, · · · , vn) de n vecteurs d’un sous-espace vectoriel F de dimension n de E.

(a) Soient (e1, e2, · · · , en) une base orthonormée de F et la matrice A = (aij) ∈ Mn(R) définie par

vj =

n∑
i=1

aijei pour chaque j ∈ J1, nK.

Montrer que G(v1, v2, · · · , vn) = AT ·A.

(b) Montrer que detG(v1, v2, · · · , vn) ≥ 0.

(c) Montrer que les matrices A et G(v1, v2, · · · , vn) ont le même rang.

(d) En déduire que le rang de G(v1, v2, · · · , vn) est égal à la dimension de Vect(v1, v2, · · · , vn).

3. On suppose que (v1, v2, · · · , vn) est une base d’un sous-espace vectoriel F de E et on note p la projection
orthogonale de E sur F .

(a) Soit z un vecteur de F⊥. Exprimer detG(v1, v2, · · · , vn, z) en fonction de ∥z∥ et detG(v1, v2, · · · , vn).
(b) Soient y un vecteur de F et z un vecteur de F⊥. Montrer que

detG(v1, v2, · · · , vn, y + z) = ∥z∥2 · detG(v1, v2, · · · , vn).

(c) Soit x un vecteur de E. Montrer que la distance d(x, F ) = ∥x− p(x)∥ du vecteur x au sous-espace
vectoriel F est égale à √

detG(v1, v2, · · · , vn, x)
detG(v1, v2, · · · , vn)

.

4. On munit R[X] du produit scalaire < P |Q >=

∫ 1

0

P (t)Q(t) dt.

(a) Montrer que la matrice

Hn =


1 1

2 · · · 1
n

1
2

1
3 · · · 1

n+1
...

...
...

1
n

1
n+1 · · · 1

2n−1

 ,

appelée matrice de Hilbert, est inversible.

(b) Montrer que la fonction f : Rn → R définie par

f(a0, a1, · · · , an−1) =

∫ 1

0

(
tn − a0 − a1t− · · · − an−1t

n−1
)2

dt

possède un minimum égal à
detHn+1

detHn
.


