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1. Montrer que, pour tout couple (P,Q) € R[X]?, lintégrale P(t)Q(t)e 'dt converge, puis qu’elle
0
définit un produit scalaire sur R[X], que l'on notera (- | -).

2. Montrer que, pour tout (i,5) € N2, (X*| X9) = (i + j)\.
3. Soit n € N*. Montrer que lapplication f : R™ — R définie par :

+oo
f([l:l,...,-rn) == / (1 —1131t—1'2t2 — —Intn)Zeitdt
0

présente un minimum en un unique vecteur a = (aq,...,a,) € R".
n k
4. Soit P(X)=1— Zak H(X + j). Calculer ¢!P(q), pour chaque g € [1,n], puis P(—1).
k=1 j=1
5. Factoriser P et en déduire f(a).

Corrigé :
1. Soient P,Q dans R[X]. Alors X*P(X)Q(X) est encore un polynéme et, par croissance comparée,
2P (t)Q(t
M o 0. Comme la fonction t — P(t)Q(t)e™" est continue sur R, elle y est intégrable.
e —+00
+o0o
Ainsi, | pour tout P,Q € R[X], Uintégrale P(#)Q(t)e"'dt convergel|.
0
L’application (- | -) est clairement bilinéaire, symétrique et positive, par positivité de l’intégrale. Si
(P | P) = 0, alors la fonction continue et positive t — P(t)%e™" est d’intégrale nulle, donc est

t

identiquement nulle. Mais comme t — e~' ne s’annule pas sur R, la fonction P? est nulle sur Ry,

donc P admet une infinité de racines, ce qui donne P = 0. Ainsi, ’ (-] ) est un produit scalaire sur R[X] ‘

+oo
2. Il suffit de montrer par récurrence sur n € N, que / t"e~tdt = nl.
0

+oo
On en déduit alors que, | pour tout (i,7) € N?, (X' | X7) = / t'e tdt = (i + j)! |
0

3. Ona:
2

V(x1,. oy xn), [T, 2n) =

1-— ikak
k=1

n

Le cours indique que la fonction f atteint son minimum en ['unique Zaka = pr(l), ot pr est la

k=1
projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel F = Vect(X, ..., X") de dimension finie n.

Ainsi, | il existe un unique a = (a1, ...,a,) € R™ tel que f(a) = m}%{n fx) |
zeR™

4. Soit alors q € [1,n].

n

n k n
¢P(g) = ¢'=> ag' [Jla+5)=q¢ =D ar(g+k)!=(X1) =D an(XX")
k=1 j=1 k=1

k=1
= (X91) — (Xpp(1)) = (X1 —pp(1)) =0 puisque 1 —pp(1) € F*

Ainsi, | P(q) = 0, pour tout q € [1,n] ‘ D’autre part,

P(-1)=1-0=1]

5. Le polynéme P est de degré m, admet 1,2,...,n pour racines, donc il existe A € R tel que P(X) =
n

- n e
)\ql;[l(X —q). Comme P(~1)=1, 0onal= )\H(_q 1) = A(=1)"(n + 1)! ef done A = (iH_)l)!.

g=1



_1 n n
Ainsi, | P(X) = (fz +)1)' H(X —q) | On en déduit que :
ket

n

fla) = [N=pr)|® =11 -pr1) = 1] = (1pr(1) = (X°|X%) = > arn(X°|X*)
k=1
_ TR G Vi RN e D Gt DL S
— l—gakk'_P(O)— n+1) :1(_Q)— 1) =1
1

Ainsi, | f(a) =




Tom BROUILLET]

Soient n,p € N* tels que n > p, A € M, ,(R) de rang p et B € M, 1(R). On identifie R" et M, 1(R)
que on munit de son produit scalaire canonique défini par (X |Y) =X Ty.

1.

Mp1(R) — Mpa(R)
X — AX
Montrer que A" A est inversible.

Montrer que 'application { est injective. A quelle condition est-elle surjective 7

2. Justifier 'existence et 'unicité de Xy € M, 1(R) tel que ||AXy — B|| = inf{||AX — B|, X € M, 1(R)}.
3. Montrer que Xj est Punique solution de I'équation AT AX = AT B.
4. Déterminer inf{(z +y — 1)? + (z — y)> + 2z + y + 2)%, (z,9) € R*}.

Corrigé :

1. Puisque A est de rang p, Uapplication X — AX de M, 1(R) vers Im(A) est injective. Elle est surjective
ssi p=n. De plus, AT A € M,(R) est de rang p donc inversible.

2. La distance de B ¢ Im(A) est inf{||AX — B||, X € M, 1(R)}. Cette distance est atteinte uniquement au
projeté orthogonal sur Im(A) (qui est de dimension finie) de B. L’injectivité de A prouve que ce projeté
s’écrit de fagcon unique AXy.

3.

AXy = pIm(A)(B) — VZ¢e€ II11(14)7 Z 1 AXy— B < VX € Mp,l(R>, AX 1 AXyo— B
— VX eM,i(R), (AX)"(AXy—B)=0
= VX eM,1(R), X"(ATAXy - A"B)=0
—= VXM, (R), X LATAX,—~A"B +— ATAX,=A"B
X est donc bien Uunique solution de ATAX = AT B.
4. Soient A = (i él) et B= (i). On arg(A) =2 et la borne inférieure est atteinte en Xo = (3)) soluton

de ATAXg = ATB. Or, ATA = (§%) et ATB = (Z}). La résolution donne alors Xy = (’B/z) et le
minimum cherché vaut 7/2.



Cyprien HOUEL

(k+1)7m
1. Pour tout k € N, calculer l'intégrale Jj = / sin?(x)dz.
km

sin? z

2. En minorant f : z +— sur des intervalles bien choisis, montrer que f n’est pas intégrable sur [1, +o0.

sinx

“+oo
3. A Daide d’une intégration par parties, montrer que / dz converge pour tout a > 0, alors que
1

xa

sinx L ) .
T — est intégrable sur [1, +oo] si, et seulement si, a > 1.

—+o0 —+oo

sin x sinx
et

4. Etudier la nature des intégrales —dz —dx
& 1 VT +sinz 1 Vx+cosx

Corrigé :
1. Soit k € N. La fonction x ~ sin®(z) est continue et m-périodique sur le segment [k, (k + 1)x]. La
linéarisation standard de sin®(x) donne :

(k+1)m T 1 [T 1 n(2 ™
J = / sin?(x)dz = / sin?(z)dz = f/ (1 —cos(2z))de = = |z — sin(2z) _
b 0 2 Jo 2 2 o 2

2. La fonction f est continue et positive sur [1,+00] et soit k € N*. Pour tout x € [km, (k+ 1)7], on a :

(k+1)m 1 1
I, = dz > -
k /,m fla)dz (k+1)7er 20k + 1)

Comme la série harmonique Z % diverge, la série Z Iy, diverge aussi, et donc f n’est pas intégrable sur

[1, +oo.
3. e Sia >0, les fonctions u et v définies par u(z) = —cosx et v(z) = xi"‘ sont de classe C' sur [1,+oc],
avec u'(z) = sinz et v'(z) = Y Comme uv est le produit d’une fonction bornée et d’une fonction

- xa+1 .
qui tend vers 0 en +o0o, on a u(z)v(x) j> 0 et le théoréeme d’intégration par parties précise que
r—r+00

cosT ‘ CcosST 1

+oo +oo
dz est de méme nature que l’intégrale ——dz. Comme —’ <—— et
1 xoz—&-l xa-{-l

sinx

lintégrale pevws,

1
que o + 1 > 1, l”intégrale est convergente.
o Sia>1, il est clair que Uintégrale est absolument convergente. Si a €]0, 1], la méme démarche qu’en

est

1
1) montrer que lintégrale n’est pas absolument convergente, puisque la série de Riemann Z T

sinx

divergente. En conclusion, x est intégrable sur [1,+oo[ si, et seulement si, o > 1.

sinx sinx

et fo i T
VZ +sinz / Vx + cosx
voisinage de 400, on a :

fulz) = sinx _ sinz 1_'_singc _1_sinx 1 sinx+ 1 _sinx sin2x+ 1
= VT +sing  xl/2 xl/2 T " T\ ) T e T T, \z
“+o0

fi(x)dz est la somme d’une intégrale convergente et d’une intégrale divergente (d’aprés ce qui

4. Les fonctions f1 : x sont continues par morceauz sur [1 + oo[. Au

1
précede), donc diverge.

2

sinm( cosa:>—1 Sinx< cosx  cosx (1)) sinz sin(2x) sinzcos®w ( 1
= 0 = 0

fa(z) = 21/2 21/2 T p1/2 Cpl/2 T = T opl/2 9p 73/2 73/2

+oo
/ fo(x)dzx est la somme de 3 (ou 4) intégrales convergentes, donc converge.
1



