Lycie CLEMENCEAU — MPI* SAMEDI 3 FEVRIER 2024

D.S. N°6 DE MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures.
Cet énoncé contient 3 exercices extraits de problémes de concours.
Les calculatrices sont interdites.

Exercice 1 (tiré de CCP MaTaS PC 2015).

Soient (€2, <7, P) un espace probabilisé et, pour chaque n € N*, une variable aléatoire S,, qui suit une loi
k

de Poisson de parametre n : S, () =Net P(X =k) = e’"% pour tout entier k € N.

1) Soit, pour tout n € N*, la fonction f, définie sur R par :

e tn
VteRy, fo(t)= R i .
"<a) Soit n € N*. Dresser le tableau des variations de la fonction f,. R”‘ dervallLoF s)r“ b - al‘{uio'
#,f b) Déterminer un équivalent de f,,(n) quand n tend vers oo. ~ -f—;—; %3
2)A a) Rappeler lespérance E(S,,) et la variance V(S,,) de la variable aléatoire S,, et déterminer celles de
la variable aléatoire S} = P g vy EGNE VIS

A
k

NG

Fd n E
(A b) Soit n € N*. Calculer la somme Z(n - k)e*”ﬁ et en déduire que E (|S,, — n|) =2 "
k=0 ’

nn+1 - \",

n!
e,{ c¢) Etudier lim B (1S:]) - @
3)A a) Rappeler I'hypothese et I'expression du reste R,,(a,b) de la formule de Taylor avec reste intégral

0,1 o3
)k

B = b—a
1) = kzzof(k) () + Ru(a,)

our une fonction f sur un intervalle [a, b].
’ f [ ] n .t".\v'L Lj..*_é_a] = U‘:Lls'\dwh- o, §

2 b) Montrer que, pour tout n € N*, P(S: <0)=1— / e_t—'dt. P3.fc )= z-' 2,5
0 .

n =
onv A

4 c) Etablir que, pour tout n € N*|
P(S:<0)-P(S: ,<0) = /nH e_tﬂ dt—e
ne nhl s . (n+1)! (n+1)!
4 d) En déduire que la suite (P(S* < 0))nen- converge.
4) Pour tout n € N*, on note Gg, la fonction génératrice de la variable aléatoire S,,.
A a) Montrer que la fonction Gg, est définie U R et calculer Gs, (tj"bgour tout ¢t € R.

b) En déduire que, pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire 5= admet une espérance et que :

- Ggs, (tl/\/ﬁ)

E(t%) PN E

. , 5
A c) Etudier, pour tout ¢t € RY, nhHH;O E(t"").

2,4



24 Exercice 2 (tiré de MINES-PONTS MATHS 2 MPI 2023).

w/2 o,‘f P e a4
Soit f(x) :/0 (sint)® dt. o L C e a\u--'u.b w«.& > 3
Z 1) Quel est I'ensemble de définition de la fonction f? cy A m > -4 o " N 9
4 2 Etudier le sens de variation de la fonction f. wéwv 2l w ey 3 b => @“" ]') @\‘\)

4.¢ 3) Montrer que la fonction f est strictement positive. x(u S, 08 ~ot
J‘;’ 4) Montrer que, pour tout réel z > —1,

(z+1)f(z)=(x+2)f(x+2).

4 5) Etudier la limite de f(z) quand le réel z tend vers —1.

A 6) Montrer que, pour tout entier naturel n,

(n*t)?(n]E[n«]‘:.it_ oy
st = 5o e

A7) Montrer que f(n) ~ /Z.

n— 00
/2
A  8) Montrer que, pour tout n € N, Uintégrale généralisée D,, = / (In(sint))™ dt est convergente.
0

A 9) Montrer que

m/2 n2
D, :/ In(cost)dt = by
O 2

l 10) Soit n € N*. Montrer que
C—BU _M";—-‘Q&‘rl-ﬂ"h"J O;f
+oo u™

(-1)"D,, = —du. bl e

0 4/82u_1

+oo
4 11) Pour chaque n € N, montrer que l'intégrale généralisée / u"e™ " du converge et calculer sa valeur.
0

! 12) En déduire que
D, ~ (=1)"n!
n—oo

A 13) Soient z > —1 et, pour tousn € Net t € ]0, g],

(In(sint))™ o

fnlt) = n!
s rd
[- 2] oo 1)
Montrer que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur ]O, E] et calculer sa somme Z fn-
n=0

) 14) Prouver que f est développable en série entiere sur | — 1, 1[ et donner son développement en série entiere.

A 15) En déduire que f est dérivable en 0 et déterminer f/(0).



A 0 Exercice 3 (tiré de CCP MaTHs 1 MP 2015).

Soient f : [0,1] — R une fonction continue, n un entier naturel non nul et 2 un réel de [0, 1]. On pose le

polynome : )
Bn(X) = kZ:O (Z)f (i) Xk(1— X))k,

oY
RNITNCHS
e eforT, C8n=b): ..
Bu() - f(2) =3 (f (ﬁ) - f(x)) pis, = el ey

1 .( 1) Soit S,, une variable aléatoire réelle suivant une loi binomiale %(n, ). Montrer que

k=0
Pd 5!5‘ O:\’
4,y 2) Soit e > 0. Justifier qu'il existe un réel a > 0 tel que, pour tout (u,v) € [0, 1% : g e Rime J\_r-mm...ar_...l
Y
v—ul <a = |f(v) - f(w)] <e. Ao omiform b cobinie

Soit un tel a. On note désormais I, et J, les parties de [0, n] définies par :

k
ke[a@‘—x < a.
n

k
>« et keJa@'n—x

Oo\, 3) Montrer que : Z f (i) — f(@)|P(S, =k) <e.
ke o
A 4) Montrer que : Z f (2) — f(@)|P(Sn=k) <2|flloc P (‘5;: —z| > a) .

kel, A }f-.—l ‘”‘:1

o,f 5) Rappeler 'espérance E(S,,) et la variance V(S,,) de la variable aléatoire S,,. P P
o1 . »

p)::.._r-s..:_ —‘I'Gurrcu\-v B \’lm\} e.l" A { l\‘fb

dna?’ n(A-) _(::, o

2 6) Prouver que : P(|S, — nz| > na) <

Y4 7) Montrer que :
Ve >0, AN e N*, Vn > N, Vz € [0,1], |Bn(z)— f(x)] < 2e.

A 8) Conclure.



