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Séries entiéres

On se propose de démontrer un théoréme de Bernstein :

si une fonction f est de classe C*° sur | — 1, 1] a valeurs réelles vérifiant
vneN, Vzel-1,1, f®@) >0,

alors f est développable en série entiere sur | — 1, 1].

HYPOTHESES ET NOTATIONS :

— la fonction f est de classe C*° sur | — 1, 1] & valeurs réelles et vérifie
vneN, Veel-1,1 f®(@)>0

— les fonctions g et h sont définies par

fl@) + f(=2)

Va 6}7131[7 g(x): 2

1) Soient deux réels a et b tels que a < b, n un entier naturel et ¢ une fonction de classe C"*! sur [a, b].
Montrer que :

- ¢(k) (a) k _ (bi a)n+1 ! n (n+1)
qS(b)ka:O b= | (1w D (at ub - a)) du
2) Justifier que, pour tout n € N, g™ et A"+1) ont la méme parité que n et calculer g>*+1(0) et A2™(0).
3) Montrer que, pour tout n € N, g™ >0 sur [0,1] et en déduire qu’il en va de méme pour g™,

4) On fixe n dans N.

a) Montrer que la fonction

n_ o(2K)
Pn T # (g(fﬂ) -3 g(%g?)w%>

k=0

est croissante et positive sur ]0, 1].

b) Pour 0 <z < a < 1, en déduire la double inégalité :

" g(2R) 2 2n+1

¢) En déduire que, sur | — 1, 1[, g est la somme de sa série de Taylor en 0, c’est-a-dire que :

+° (k)
Ve el - 1,1, g(z) = Z g k!(o)xk

k=0




5) On fixen € Net x €] — 1, 1].
a) Montrer que [h®™ (z)| < g™ (z).
b) En déduire que :

n Rk ()
h(x) — kZ:O M$2k+l <g(x) - kZO

n

9(2k) (0) 22k
(2k)!

¢) Démontrer le théoreme de Bernstein.
6) Application :
a) Soit f définie sur ] — 1,1 par f(z) = tan (Z£). Montrer que :

vneN, Veelo,1], fM™(x)>0

b) En déduire que la fonction tan est développable en série entiere sur ]—g, 3 [

1) ¢ étant de classe C**1 sur [a,b], on peut appliquer la formule de Taylor-Laplace (ou Taylor avec reste intégral) :

_ = 90 (a) k bb—t)" (n+1)
o) =3 g Be-at+ [ 0w

Dans cette derniére intégrale, on effectue le changement de variable défini par ¢t = a+ (b— a)u. La fonction u — a+ (b—a)u
est de classe C! sur [0,1] avec dt = (b—a)du et on a :

n! n!

/b G=D" ot yar = /1 [b=a)A =" 1) (4 4 (b— a)u)(b— a) du
a 0

= O L wet - ) i
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Ainsi, | ¢(b) — 33 LA (p — gyk = L= fLg (i) (o 4 u(b — a)) du
P A

2) Les fonctions g et h sont respectivement paire et impaire, de classe C* et :

JO@ + O - L) = (DM ()
2 2

VneN, Vzel—-1,1, ¢"™(z)=

Ainsi, (™ et h("*+1) ont la méme parité que n et donc g7+ (0) = (27 (0) = 0 car ces dernieres fonctions sont

impaires.

(2n) (2n)_
3) Comme, pour tout n € Net tout = € [0, 1], ¢(*™) (z) = % et que f(27) >0, 0on a g(®™) >0 sur [0,1]

Si n est impair, alors n + 1 est pair et on a (g<"))’ = g(n*+1) > 0 sur [0,1[. Donc 9(™ croit avec g(™) (0) = 0 d’apres la
question précédente.

Ainsi, pour tout n € N, g(™ >0 sur [0,1]

4) On fixe n dans N.

a) Soit = €]0, 1[. La fonction g est de classe C2**1 sur [0,x]. En appliquant le résultat de la question 1 et en utilisant
la question 2 (pour tout entier k, ¢g(2*+1)(0) = 0), on obtient :

1
pn@) = oo [ 1= 0P o) du
n)! Jo

(2



Selon la question précédente et par positivité de lintégrale, on a ¢y, (z) > 0 et donc pn est positive sur |0, 1]

Comme la fonction g(27*+1) croit sur ]0, 1], pour tout u € [0, 1], la fonction z — (1 — u)?"g(2"+ 1) (uz) est croissante

sur |0, 1[. Par croissance de l'intégrale, la fonction ¢y, est croissante sur ]0, 1]

b) Le cas x = 0 est clair. Supposons alors 0 < z < a < 1. Comme ¢, croit sur |0, 1[, on a ¢n(z) < ¢n(a), d’ou :

n (2k) 0 x\ 2n+1 n (2k) 0
(@) 3 g(%)(! ) 2k < (E) <g(a) -3 Q(Qk)(! )a2k>

k=0 k=0

(2k) 2k " : & gP®0) ok z\2n+1
Comme les ¢g'#%)(0)a*" sont positifs, on obtient 0<g(z)— > oI < (a) g(a)
k=0 '

¢) Pour tout z €] — 1,1[, on a g(z) = g(|z|). Choisissons a €]|z|, 1[. Alors (%)QH-H — 0.

n— 00

e k)
L’encadrement précédent et le théoréme des gendarmes donnent alors g(|z|) = > £ (2k(0)| |2k,
k=0

too (k)
Comme g est paire et que g(2+1)(0) = 0, on conclut que, pour tout z €] — 1,1[, g(z) = > QT(O)zk
k=0 ’

5) Onfixen e Netze] —1,1[.

a) Comme f(2™) est & valeurs dans Ry, on a :

FeM @) = fOM ()| _ M (@) + 1O (—a)

ES
3 < 3 g\ (x)

| (z)] =

Ainsi, | R (2)] < g™ (x)

b) On applique & nouveau la question 1 & la fonction h qui est de classe C2"12 sur le segment d’extrémités 0 et .
Comme h(zk)(O) = 0, pour tout entier naturel k, on obtient :

k+1 2n+2 1
) - 30 MO el B e )
: (2k +1)! (2n +1)!
2n-+2
< | / (1 2n+1‘h(2n+2)(u$)|du
(2n + 1)!
2n+42
‘CL" / (1 2n+1 2n+2)(ux) du
2n —+ 1
(2k) (0
< g(z)— Z 97()232’“ d’apres la question 1
= (2k)!
no o (2k+1) (Qk)
Ainsi, ’h(a:) -3 % 2k+1| < g(z) — g (0
k=0

(k)
<0 zk, d’apres 4)c). D’ot, selon la question précédente et en utilisant le théoréme des

) Sizel—1,1], g(z) = Z .

gendarmes :

(2k:+1) (0

i Z2kH1 = hD (0) = h")(0)
2k + 1)

+
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— 0 et donc h(z) = Z k1) T = Z =

n— 00
k=0 k=0
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. X0 k
Comme f = g + h, on obtient que f(z) = > +—7—a", pour tout = €] — 1,1]
k=0 ’

6) La fonction f est de classe C* et impaire sur | — 1, 1[.
a) Procédons par récurrence forte sur n :
— f>0sur [0,1].
— Si, pour tout k € [0,n], f*) >0 sur [0, 1], alors, selon la formule de Leibniz :

FoED — () = gu + )M = g <(x e 1) ™ 4 i (Z)f““)ﬂ”k)) >0 sur [0,1]
k=0

Ainsi, pour tout n € N, f(") >0 sur [0,1]

b) De la question précédente, on tire que la fonction f’ vérifie (f')(™)(z) > 0 pour tout = € [0, 1] et & chaque ordre
n € N. Or, f étant impaire, la fonction f’ est paire et il en est de méme de toutes ses dérivées (f/)(2™) d’ordre pair.
Donc :

vneN, vz el —1,+1], ()P (z)>0.

On en déduit, grace au théoréme de Bernstein, que f’ est développable en série entiere sur | — 1,1[. Il en est de
méme pour f car on peut intégrer terme a terme une série entiére sans changer son rayon de convergence. 1l existe
donc une suite de coefficients réels (an)nen telle que :

o0
Vz €] —1,+1[, tan (gx> = Z anz™.
n=0

Ce qui se réécrit, grace au changement de variable y = Zx :

wel-2.2[ tanw) = 5 (anﬁ) "

La fonction tan est donc développable en série entiére sur }—g, %[




