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CORRIGE DE LA COLLE N° 13

Séries entiéres

11 JANVIER 2025

1
Exercice 1 (tiré de CCINP 2018 MP Math 1). Soit I = / e da.
0

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1. En utilisant une série entiere, montrer que la suite des réels

N~ (DF
Sn = Z k(2K + 1)

k=0

tend vers le réel I et proposer un encadrement de |I — S,,| pour tout n € N.

2. Montrer que

n _1\k
I= lim <”> 7;5 D
n—o00 =0 kj n (2]{5 —|— 1)

fn:arn—>(1—$2>n.
n

en utilisant la suite des fonctions

Voir le corrigé manuscrit ci-dessous.

Exercice 2 (tiré de CCINP MatHs 1 MP 2019).

Soit (an)n>1 une suite de réels telle que le rayon de convergence de la série entiere > a,z" est égal a 1.

x’ﬂ

Soit, pour tous n € N* et x €] — 1, +1[, fn(x) = anm_

On étudie la série de fonctions >_ f,, qui n'est pas une série entiére.

xn
1. Démontrer que, pour tout x €] — 1, 1], la série numérique Z an T converge absolument.
—x

On note, pour tout x €] — 1,1], f(z) = i fr(2).
n=1

2. Soit un réel b €]0, 1].
Démontrer que la série de fonctions Y f! converge uniformément sur [—b, b].

En déduire que la fonction f est de classe C* sur I'intervalle | — 1, 1] et exprimer, pour tout = €] — 1, +1],
f'(z) comme la somme d’une série.



f1>n
n .

3. En utilisant une série entiere, déterminer la valeur ¢ de la somme Z
n=1

4. Dans cette question, a, = (—1)" pour tout n > 1.
(a) Calculer f(0) et f'(0) et en déduire un équivalent de f(z) quand x tend vers 0.

xn

l1+z+224+ ...+ 201

(b) Soit, pour tous n € N* et x € [0, +1], h,(z) = (—1)"

de fonctions _ h, converge uniformément sur [0, 1].

. Montrer que la série

(c) En déduire, en fonction de ¢, un équivalent de f(x) quand x tend 1~

n
1. Pour tout z €] —1,1[, 2™ — 0,doul—2" ~ 1let “llnizn‘ ~ |anz™|. Or le rayon de convergence de la série entiere
n— oo n—oo -T n— oo

converge aussi.

>~ anz™ est 1 par hypothése, donc la série Y |anx

1

2. Soit b €]0, 1[. Chaque fonction f, est de classe C' sur [—b, +b] et : Vo € [~b, +b], fh(x) = anm

La série de fonctions Y f/, converge uniformément (car normalement) sur [—b, b]. En effet Va € [=b,b], |f}(z)] < %
car z <b" <1, dott =1 < =b" < —z™, dou0<1-0b"<1—-2" doul< == zn < i bn car la fonction inverse est

nanb n—1

décroissante sur |0, +oo[, donc a =y

fn)z < m car la fonction carré est croissante sur [0, +o0o[. Or la série )
napb” "
(1— b”)2
de la série entiere > anx™ est égal & celui de Y nana™ car on peut dériver terme & terme une série entiére sans changer
son rayon de convergence.

converge absolument car un équivalent de

est |nanb”*1| qui ne change pas de signe et le rayon de convergence

D’une part, la série de fonctions > f, converge simplement sur [—b, +b] d’aprés la question 1.

D’autre part, la série de fonctions Y f/ converge uniformément comme il vient d’étre prouvé.
+oo n—1

Donc f est de classe C! sur [—b, +b] et Vo € [—b, +b], f'(z) = Z an e

—ye Ceci est vrai sur tout [—b,b] C] — 1,1],
n=1

donc encore vrai sur | — 1, +1[.

‘s .8 +1
3. Le rayon de convergence de la série entiére y (—1)" znn+1 est 1 et

]

Vo €] - L1, In(1+z) =Y (- 1)"

n=0

oo xn
=T

- - " N PIRY - . - 4
Or la série numérique » ( n) converge d’apres le théoreme des séries alternées car la suite des réels % tend vers 0 en
décroissant. D’ou, d’apres le théoréme radial d’Abel,

= (D"
E = lim In(1+4z)=—In(2).
n x—1—"
n=1
4. (a) De la question 2, on déduit que f est dérivable et que f(0) = ap = 1 et f/(0) = a1 = —1. Dou @ =
x

f(=z) = £(0) — —1. Donc f(z) ~ —zx.

z—0 z—=0 . z—0 \”.'\r PN Qc_ m(:x| )"\"udl

(b) Soit z € [0,1[. La suite de réels hy(z) :
— tend vers 0 car 0 < hp(z) < nxznn_l < % ; A¢ l,d.. CJS“L % -

— en décroissant car les deux suites (z™),en* et

1 s "
<1+x+m2+m+:2”_1 )neN* sont décroissantes et positives.

car 1 +x+ a2+ - 421 >

D’apres le théoréme des séries alternées, Z hi(z)| < |hpti(z)] < !
k=n+1 n+l
"+ + "+ -+ 2" = (n+ 1)z™.
> 1
Or %Jrl est un majorant et le sup est le plus petit majorant. D’ott sup Z hg(z)] < —— — 0. D’ou la
2€[01] [, S1 n+1 n—oo

suite des restes converge vers 0 uniformément sur [0, 1[, donc la série de fonctions Y hy, converge uniformément sur
[0,1[.



(¢) Pour tout z €] — 1, +1],

S ayar =t o 5 - 5

(I—z)f(z) = ) (=D)"z" =2 (=" 3 — =) hn(2).

_ 1—zn —_ l+z+z2+ ... +2™ _

Or hp(z) — # pour tout n € N* et la série de fonctions > hy, converge uniformément sur [0,1], d’ou

rz—1"
(théoréme de la double limite) :

i hn(z) — i (_1)n.
n=1

r—1 n
n=1
N —In2
Dol (1 —z)f(z) — —In(2). Donc f(z) ~ .
z—1— z—=1— 1—2
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