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Exercice 1. 1. Montrer que la série ————— converge si, et seulement si, a > 3.
a Z no + (_1)71 g 2
l,n
2. Pour quelles valeurs du réel z la série E ————— est-elle convergente ? (On discutera suivant les
na + (_1)71

valeurs du parametre a.)

="
na + (=1
— si a <0, alors la suite un ne tend pas vers zéro, donc la série > un diverge.

1. Soit, pour tout n > 2, up =

— si a > 0, alors on calcule le D.L.

(=" =" 1 =n" _ 1
= = . = — 1 .
Un na +(,1)n na 1+ (—)" na nQa( +€n)
na
o (71)71 N . 1 , , . s,
Or la série Y _— converge d’apres la TSA car la suite 5 tend vers zéro en décroissant. Et les séries > %a (14en)
n n

1 1
et > — =~ sont de méme nature car les suites —— (qui ne change pas de signe) (1 4 en) sont équivalentes,
n

et Za
donc convergent si, et seulement si, 2a > 1.

Donc la série > un converge si, et seulement si, a > %

. 1 - - . . . 5 L
2. Soit ¢, = Ty La série > cpx™ est une série entiere. On détermine son rayon de convergence R grace au critére
n _
de D’Alembert : si « # 0, alors |cpz™| > 0 et
+1
cpt12™
et ),
cnT n—o0

d’ot1 la série > |cna™| converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1. Donc R = 1. Et aux bords?
— en z = —1, la série Y cpx™ converge si, et seulement si, a > % d’apres ’étude précédente;

1
— en x = +1, la suite ¢, z™ = ¢y, est positive et équivalente & — d’ott la série Y ¢ converge si, et seulement si, a > 1
n

d’apres le critéere de Riemann.

Exercice 2 (produit de Cauchy & théoréme radial d’Abel). 1. Rappeler le théoreme du produit de Cauchy
de deux séries numériques absolument convergentes. Et celui du produit de Cauchy de deux séries
entieres.

2. Quel est le terme général du produit de Cauchy des séries numériques > u, et Y v, ol uy = v, = %,
pour tout n > 1, et ug = vg = 07 En déduire que le produit de Cauchy de deux séries convergentes n’est

pas toujours une série convergente.
n
3. Soient > u, et > v, deux séries numériques et, pour tout entier naturel n, w, = > UpVy_k.

k=0
On suppose que les trois séries Y uy,, Y v, et > wy convergent. Montrer, a 'aide du théoréme radial

d’Abel, que :
—+o0 —+o0 +oo
YRLIES SIS it
n=0 n=0 n=0



1. Voir le cours.

n n—1
(. . 1
2. Le terme général du produit de Cauchy est w, = Z UpVp— = (—1)" Z —7
, k=0 k=1 (k(n —k))
Or k(n—k) < % (par étude des variations de  — x(n — x) ou bien en remarquant que (n — 2k)2 > 0), et par conséquent

V2(n —1)

|wn| > , ce qui montre que la série de terme général wy, diverge grossiérement.

Donc le produit de Cauchy de deux séries convergentes n’est pas toujours convergent.

3. Puisque > un et Y v convergent, les séries entieres > un ™ et > v, 2™ ont un rayon de convergence au moins égal a
1. D’apres le cours, le produit de Cauchy a un rayon de convergence supérieur ou égal au minimum des deux rayons, donc
le rayon de convergence de la série entieére Y wy x™est lui aussi au moins égal & 1. Si 'on note U(zx), V(z), W(z), les
sommes respectives, on a U(z)V (z) = W(x), pour tout = €] —1,1].

—+o0 —+o0 —+oo
Si z tend vers 1 par valeurs inférieures, alors U(x) tend vers Z Un, V(z) tend vers Z vp et W(z) tend vers Z Wn
n=0 n=0 n=0
c’est vrai par continuité des sommes U, V et W si les rayons sont strictement supérieurs & 1; et c’est encore vrai si un
rayon vaut 1 d’apreés le théoréme radial d’Abel car les séries > un, >, vn et Y wy, convergent.

+oo “+oo —+o0
Par unicité de la limite, le produit des deux premiéres sommes est égale a la troisieme, c’est-a-dire Z Wy, = Z Up, X Z Un,.
n=0 n=0 n=0

Exercice 3.

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere D /na™.

o0
Soit, pour tout = €] — R, +R[, g(z) = Z Vnx™.
n=1

2. Pour tout z € [0, 1], comparer g(z) et li En déduire lim g(z).
— X r—1—

3. Déterminer la nature des séries Y (v/n —vn —1) et 3 (vVn — v/n—1) (—1)". En déduire le rayon de
convergence de la série entiere Y- (vn — v/n — 1) ™.

Soit, pour tout z €] — 1, +1[, f(z) = Z (\f, vn — 1) "
n=1

4. Pour tout x €] — 1, +1[, comparer f(z) et (1 —x)g(x). En déduire que g(z) posséde une limite finie
quand z tend vers —17%.

1. Soient z # 0 et n € N* : alors |\/nz™| > 0 et
[v/n+ Tantl

x
[z w1

converge si |z| < 1 .
& ! d’apres le critere de D’Alembert.

d’ott la série Y [v/nz"| {

Donc le rayon de convergence de la série entiere > /nz™ est égal a 1.
2. Pour tout n € N*, \/n > 1. Donc pour tout = € [0, 1],

z +oo +o0o
- >3 v
n=1 n=1

1—z

diverge si |z| > 1

Or lim %= = +c0. Donc lim g(x) = +oco.
rx—1— r—1—



3. La suite (v/n —v/n — 1) tend vers 0 en décroissant. En effet :
— d’une part, la fonction h : = — /z — /x — 1 est dérivable sur ]1,4oco[ et h'(z) = 27'1\/%\1/;%15 < 0 pour tout
€]1, 4oo[. D’ol h est décroissante sur |1, 4oo[. En particulier A(n 4+ 1) < h(n) pour tout n € N*.
— d’autre part, la limite de (y/n —yv/n—1) est O car /n —v/n—1= ﬁ
D’apres le théoréme des séries alternées, la série > (f —vn— ) (—=1)™ est donc convergente. Par contre la série n’est
pas absolument convergente car (\f —v/n— 1) 3 \/», qui ne change pas de signe, et la série Z dlverge d’apres le
critere de Riemann avec a = % <1

La série > (v/n —v/n — 1)z™ converge si x = —1 d’olt son rayon de convergence est supérieur ou égal & 1. Elle diverge si
z = +1 d’ou son rayon de convergence est inférieur ou égal & 1. Donc son rayon de convergence est égal a 1.

4. Soit x €] — 1, 1[. Toutes le séries & suivre convergent, d’ol :

+oo +oo
(1-o)g(x) = S vma" -3 Vet
=1

n=1

+oo —+oo
= Z\/ﬁz”— Z\/n—la:"
=1

n=2

oo —+oo
= Vnz" — vn —1z"
1
ne

“+oo
= > (Wn—vn-1a"
n=1

PREMIERE METHODE — On utilise le théoréme radial d’Abel. Le rayon de convergence de la série entiere > (v/n —+v/n — 1)z
est 1 et la série numérique Y (v/n — v/n — 1)(—1)" converge. Donc, d’aprés le théoréme radial d’Abel,

1-2)g@) — S (V- va-D)-1"
T n=1

Done g(#) = - - (1—a)g(@)_— L S (va-var D

1—- T—— 1+2 fopnet

SECONDE METHODE — On utilise les théorémes des séries alternées et de la double limite. Soit = €] — 1,0] : on peut appliquer
le théoréme des séries alternées a la série numérique > (v/n —+/n — 1)z™. Cette série converge et son reste Ry (z) vérifie :

|Rn(2)] < (Vn+1—Vn)la["" <Vn+1-+n.
qui est un majorant. Or le sup est le plus petit majorant, d’'oi0 < sup |Rn(z)|<vVn+1-vn.Orvn+1—-vn — 0.
n oo

z€]—1,0]
Dot sup,¢)_1,0] [Bn ()] e 0. D’oli la suite des fonctions (Ryp) converge uniformément sur | — 1, 0] vers la fonction nulle.

De plus (v/n —+v/n — 1)z™ = (v/m —+/n—1)(—1)™ qui est une limite finie, donc on peut intervertir somme et limite :
T——

Jim (1= a)g(e) = S/~ VA D(-D”

n=1

Donc g(z) % Z (Vn—+vn—1)(-1)"



