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Groupes

1 Groupes
Exercice 1. O* Soit G est un groupe fini de cardinal pair et de neutre e. Montrer qu’il existe au moins
un élément g € G'\ } tel que g% = e.

Exercice 2. O* Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne . associative, qui possede un
élément neutre a droite e (ie pour tout = de G, x.e = x) et tel que tout élément = posséde un inverse a
droite 2’ (ie xz’ = e). Montrer que G est un groupe.

Exercice 3. ** Soit (G, *) un groupe tel qu’il existe un entier n € N* pour lequel on a
Vi € {n—1,n,n+1}, Y(z,y) € G?, (zxy)* = 2"« y~.

Montrer que G est abélien.
Bonus : Le résultat est-il encore juste pour tout k € {n —1,n}?

Exercice 4. ** Soit (G, *) un groupe et H C G une partie non vide finie de G. Montrer que H est un
sous-groupe de G si et seulement si Va,b € H,axbe H.

2  Sous-groupes

Exercice 5. * Soit H un sous-groupe strict de G. Déterminer le sous-groupe engendré par le complémen-
taire de H.

Exercice 6. O Montrer que
{z+y\/§ | z €N,y € Z,2% — 3y? :1}

est un sous-groupe de (R*, x).

Exercice 7. * Soit (G, -) un groupe fini et A, B deux sous-groupes de G.
On note AB = {ab; a € A, b € B}. Montrer que AB est un sous-groupe de G si et seulement si AB = BA.

Exercice 8. QO** On note GL,(Z) 'ensemble des matrices de M,,(R), & coeflicients dans Z, qui sont
inversibles et dont I'inverse est & coefficients dans Z.
1. Démontrer que si M est a coeflicients dans Z, alors M € GL,(Z) si et seulement si det(M) = £1.
2. En déduire que SL,(Z) est un sous-groupe de GL,,(R).

Exercice 9. ***

1. Montrer que tout sous-groupe additif de R qui n’est pas monogene est dense dans R.
2. Soit x € R\ Q. Montrer qu’il existe une infinité de (p, q) € Z x N* tels que




3 Morphismes

Exercice 10. O* Soit (G, *) un groupe. Montrer que I'application ¢ : x + 22 est un endomorphisme de
groupes ssi G est abélien.

Exercice 11. * Soit ¢ un morphisme d’'un groupe fini (G, *) vers (C*, x).
On suppose que @ n’est pas une application constante. Calculer

> el)

zeG

Exercice 12. ** Un sous-groupe H de (G, .) est dit distingué si
Vz € H,Ya € G,aza™ € H

1. Montrer que le noyau d’'un morphisme de groupes ¢ : (G,.) = (G',x) est distingué, ou (G', %) est
un groupe.

2. Soient H, K deux sous-groupes de (G,.) On suppose le sous-groupe H distingué, montrer que
I’ensemble

HK ={zy |z € H,y € K}
est un sous-groupe de (G, .).
3. Groupe quotient :

(a) Soit H un sous-groupe de G. Montrer que la relation aRb si a='b € H définit une relation
d’équivalence. Montrer que aH est la classe d’équivalence de a suivant R.

(b) On note G/H = {aH, a € G} 'ensemble des classe d’équivalence de R.
Montrer que si H est distingué, on peut définir une loi de compsoition interne sur G/H en
posant pour tous a, a’ € G, aH xbH = (ab)H.
Montrer que de plus lapplication de G dans G/H définie par g — gH est un morphisme de
groupes. Quel est son noyau ?

Exercice 13. O* Pour tout 6 € R, montrer que les ensembles

__fcosf —sind / _f(ch@ sho
G_{(SiH9 cos@)’HER}etG_{<sh9 ch0>’9€R}

munis de la multiplication matricielle sont des groupes non-isomorphes.

4 Ordre et groupes cycliques

Exercice 14. * Soit (G, X) un groupe.

1. Montrer que si a et b sont conjugués dans G, c’est-a-dire Jc € G tel que a = cbe™ 1, alors w(a) = w(b),
ol w(x) est Vordre de x.

2. Montrer que si a, b € G, alors w(ab) = w(ba).

Exercice 15. QQO** Soit (G, *) un groupe cyclique d’ordre n > 2 et a € G un générateur. Montrer que
si H est un sous-groupe d’ordre d, alors d|n et H =< ad >.

Exercice 16. * Soit G un groupe et 2 € G un élément d’ordre n. Quel est 'ordre de z2.

Exercice 17. O*

1. Sim, n >1et m An = 1. Déterminer Hom (Z/nZ,Z/mZ), 'ensemble des morphismes de groupes
de (Z/nZ,+) vers (Z/mZ,+).
2. Déterminer Hom (Z/6Z,7Z/8Z).

Exercice 18. ** Soit G un groupe abélien, z et y deux éléments de G d’ordre respectif p et q.



1. On suppose que p et ¢ sont premiers entre eux. Démontrer que xy est d’ordre pg.

2. Dans GL3(R), on pose A = <(1) _01> et B = (_01 _11) Montrer que A et B sont d’ordre finis
mais AB ne l'est pas. Est-ce contradictoire avec le 1/ 7

3. Si p et ¢ ne sont pas premiers entre eux, montrez que xy n’est pas nécessairemenr d’ordre pg ni
méme PPCM(p, q).

4. Soit d un diviseur de p. Démontrer qu’il existe un élément d’ordre d dans G.
5. En déduire que G admet des éléments d’ordre PPCM(p, q).
6. Si G est de cardinal fini. Démontrer qu’il existe un élément dont ’ordre est le ppcm des ordres des

éléments de G.

Exercice 19. *** Soit (G, *) un groupe abélien fini et p un nombre premier tel que Vg € G, w(g) = p.
Montrer qu'il existe n € N tel que G est isomorphe & (Z/pZ)".

5 Permutations

Exercice 20. QO** Soit (5, o) le groupe des permutations de [1,n]. Onpose 7 = (1,2) et o0 = (12 - -+ n).
1. Pour k € [0,n — 2], calculer 7o =".

2. Montrer que toute transposition (i, j) peut s’écrire comme un produit de transposition de la forme
(m,m +1).

3. En déduire le sous-groupe de S,, engendré par o et 7.

Exercice 21. O** Soit ¢ un automorphisme de S,, qui transforme une transposition en une transposition.
On note t; la transposition (1 7).

1. Montrez que deux transpositions distinctes commutent ssi elles ont des supports disjoints.

2. Montrer qu'il existe trois éléments a1, as et az tels que ¢(t2) = (a1 az) et ¢d(t3) = (a1 as).

3. Montrer que pour tout ¢ > 3, il existe a; tel que ¢(t;) = (a1 a;).

4. Montrer que I'application s qui a ¢ associe a; est bijective.

5. On appelle automorphisme intérieur h, associé & s ’application définie par hy : S, — Sy, 0 — sos™ L.
(a) Montrer que pour tout 4, j > 2, ¢((i j)) = hs((i 7)).
(b) En déduire que ¢ = hs.

Exercice 22. *** Soit n un entier naturel non nul, (ey,...,e,) la base canonique de E = R™.

Soit &, 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}. Soit t; = (1,14).
Pour s € S,,, on définit us(e;) = ey().

1. Montrer que (ts,ts,...,t,) engendre S,,.
2. Interpréter géométriquement ug lorsque s est une transposition.

3. Soit s = (12 ... n—1n). On suppose que s est la composée de p transpositions. Montrer que
p>n-—1.

4. Quel est le cardinal minimal d’une famille de transpositions génératrice de S,, 7
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(Solutions)

Solution 1. Pour g € G, on considére H, = {g,g~'}. Les ensembles H sont soit soit égaux soit disjoints.
H, est de cardinal 1. On en déuit qu’au moins un H, est aussi de cardinal 1, pour g # e.

Solution 2. Soit z € G, d’inverse a droite z’. Soit y inverse & droite de 2’ :
Py=cetrr’y=ey=>ze=cy==x

et donc x'ey = e soit 2’z = e. Il reste a vérifier que e est bien un élément neutre a gauche : ex = z2'x =
xze = x. Ou encore : @, : g — x'gx est un endomorphisme de G : p(gh) = 2'gz’xhx = p(g)p(h) et donc
vz(e) = 2’ex = e. On en duit zz’ = 2’z = e pour tout z, ex = xa’z = re = x. L’élément neutre & droite
est neutre & gauche aussi.

Solution 3. On éccrit (zxy)" = (z*xy)* (x*xy)" P =z *xy*xa" sy ! =2"y" d’olt en simplifiant par

y™ 1 & droite et par x & gauche, y * 2" ! = 2" ! x y. De méme, z * y" = y" * x.
On en déduit

yraz" = (yraz" Nxz=a""lxyrz=a"xy=>rxy =y

Ou encore : "1yt = (zxy)" T = o x (y*xx % xyxx) xy = zx y"a" x y implique que (x *y)" =
a"y" = y"a" et de méme (x *x y)" ! = g lyn—t = yn-ign-l
Pour conclure

n_ J (xy)" "ty
(zy) ‘{ (y2)" = (ya)" gz = (ay)"ya

On a montré que si 2"y" = y"a" et 2" 1y" "t =y~ 1az"~1 alors G est abélien. Mais pour cela on avait
besoin de de trois rangs consécutifs sur n. Mais dans I’exercice 12, on montre que si la propriété est vraie
pour n = 2, alors GG est abélien. Pour un contre exemple, il faudrait prendre n — 1 > 3.

)nfl

Solution 4. II est clair que si H est un sous-groupe, alors il est stable par la loi .

Réciproquement, si H est stable par la loi *, alors pour tout h € H, 7, : g — h * g est une bijection de
G dans G de réciproque y,-1. v, induit une bijection de H dans v(H). Par hypothese, v, (H) C H.

De plus, H est supposé fini, donc par cardinalté, H = ¢(H). En particulier, ’yh_l(eg) =h~!' € H, ce qui
termine la preuve.

Solution 5. Soit K le sous-groupe engendré par le complémentaire de H. Alors H UK = G est un groupe.
Il vient d’apres un exercice précédent que H C K et K = G.

Solution 6. On commence par montrer H C R* : comme 22 -3y =1>0etz € Nonax >3yl eten

particulier z + yv/3 > 0.
H est stable par produit car

(x +yV3)(@' +y'V3) = (v’ +3yy’) + V3(yz' + zy)
avec
222" 4+ 9y2y'2 — 3229’2 — 32/ 2>
2% (2'2 — 3y'2) + 3y (3y'2 — 2'?)
= 22-32=1

(2" + 3yy")? = 3(ya’ + xy')?

Solution 7. Supposons d’abord que AB = BA. Alors AB est un sous-groupe de G car :



1. e€ AB, car e = eec avec e € A et e € B (ce sont des sous-groupes) ;

2. AB est stable par passage au produit. En effet, siz = ab € AB et y = a'b’ € AB, alors xy = aba’l’.
Or, ba’ est un élément de BA, c’est donc aussi un élément de AB et donc ba’ = a”’b” avec a” € A
et b € B. On en déduit que

xy = aa”’b"’b € AB

puisque aa” € A et bb” € B.

3. AB est stable par passage & 'inverse. En effet, si + = ab € AB, alors 2! = b~ !a~! est élément de
BA et BA= AB.

Réciproquement, supposons que AB est un sous-groupe de G et prouvons que AB = BA. Soit d’abord
x =ab € AB. Alors 27! = b~ la™! € AB et donc b~ ta™! = @'t/ avec ' € A et VY € B. On passe a
Iinverse :

ab=1b"'a’"' € BA.
De méme, si y = ba € BA, alors y~! =a='b~! € AB, et doncy = (y~!)~! € AB.

Solution 8. Utiliser det M~! =

ainsi que la comatrice pour calculer 'inverse de M.
det M

Solution 9.
1. C’est du cours
2. Soit x € R\ Q. Pour N € N*, on définit application ¢ : [0, N] — [0,1], k — kx — | kx].
Montrons que ¢ est injective :
|k'z] — | kx|

(k) = (k) & ko — k| =K'z — [K2] & ===

sik—kK #0

Par hypothese, © € Q donc k = k' et ¢ est injective.
N

On a donc [Imy| = N + 1, et on peut poser g =0 < 21 < -+ < zy < 1. Z(z, —x;—1) < 1. On
i=1

1
en déduit qu’il existe ig tel que z;, — x;,—1 < N
1
D’ou Vexistence de 0 < k # k' < N tels que |p(k) — (k)| < N

On pose p= |k'z| — |kx] € Zet q=k — k€ {0,--- ,N}.
1

gz —pl = |(K'e = [Kz]) = (kz = [kz])| <

et en divisant par g et en remarquant que 0 < ¢ < N, on obtient un couple avec les bonnes
propriétés.

Comme N tend vers 0 quand N tend vers 4+oo, on en déduit une infinité de couples, vu que
_p
-3 # 0.
3. Appliquons le résultat & 7 : il existe une infinité de couples (py, ¢n)nn € (Z X N*)N tels que ¢, — +o0

1
|QH7T*pn| < —.
q

n

On a alors

1 qu

Pn Sin(Qn’/T - pn) Pn

. Gn 1 .
Comme par construction — tend vers —, la suite u,, ne tend pas vers 0.
T

Pn
D’autre part, Z 4+ nZ est dense dans R car 7 est irrationnel. On en déduit qu’il existe une suite



- -~ T ~
(P, @n) telle que Dy, + g7 € [g, 5] avec p,, — 0.

Et alors
1

2
Pn Sinpy,

Pn

ce qui montre qu’une suite extraite converge vers 0. On en déduit que la suite u,, diverge.

Uz, | = <

Solution 10. 11 est clair que si G est abélien ¢(z * y) = (z xy)? = 2% x y* = p(z) * p(y).
Si ¢ est un morphisme. 22 * y?> = 2 * y * 2 * y et on simplifie & gauche par x, & droite par y et on obtient
THRY =Y *T.

Solution 11. On commence par remarquer que si ¢ était constante, elle vaudrait ¢(e) = 1. Donc par
hypoyhese, il existe a € G, tel que p(a) # 1.
L’application G — G, g — ag est bijective. Donc la somme S recherchée vaut aussi p(a)S, d’out S = 0.

Solution 12.
1. Soit ¢ : G — G’ un tel morphisme et H = {z € G | p(z) = e} son noyau. On sait déja que H est
un sous-groupe de (G, .). Soient z € H et a € G. On a

¢ (aza™) = p(a)p(x)p(a) ™" = p(a)ecrp(a) ™! = ear

donc axa~! € H
2. HK C G et e=ec.c € HK. Soient a,b € HK. On peut écrire

a=zyetb=2a'y avecz,2’ € Hety,y € K

On a alors
ab = zyz'y

Puisque z = yz'y~! € H, on a encore
ab= (zz)(yy') € HK

Aussi
at=y et =2y e HK

1

avec z =y~ 'x~ly € H Ainsi HK est bien un sous-groupe de (G, .).

3. (a) Larelation est réflexive (e € H), symétrique (H stable par inverse) et transitive (assiciativité).
De plus, si ba~' € H, alors a " 'b=h € H et b=ah € aH.

(b) Remarquons que pour tout a € G, aHa~' = H : par définition d’un sous-groupe distingué,
aHa ' C H; Etsi h € H, alors a~*ha € H et a(a~'ha)a™! = h, donc H C aHa 1.
Ainsi, aH*bH = axbHb~'0H = (ab)H? = (ab)H, donc la loi est bien définie car elle ne dépend
pas des représentants a et b. La loi est bien définie et I'inverse de aH et a~' H ’élément neutre
étant H. L’associativité résulte de celle de la loi . sur G.
On a en fait montré que ¢ : G — G/H, a — aH est un morphisme de groupes et le noyau
vaut exactement H.

Solution 13. On montre que ce sont des sous-groupes de GL, (R). On reconnait G, le groupe des matrices
de rotations. Et 'autre se traite de maniere identique.

On vérifie que I’équation X2 = I, a deux solutions dans G et une seule dans G’, donc ils ne sont pas
isomorphes.

Solution 14. 1. On sait que ¢, est un auromorphisme de G. Donc (< a >) =< b > et w(a) = | <
a>|=|<b>|=uwb).
2. On a ¢y(ab) = ba. D’apres la question précédente, w(ab) = w(ba).



Solution 15. Si H est d’ordre 1, alors H = {e}. On suppose dans la suite d > 2.

Le groupe G est ismorphe & Z/nZ par a — 1.

Il suffit donc de montrer le résultat G = Z/nZ = {0,--- ,n — 1}. Soit H un sous-groupe d’ordre d > 2 et
k € H, avec k minimal non nul.

Alors pour tout &' € H avec k' € [1,n—1], la division euclidienne de &k’ par k : k' = gk-+r montre que r = 0
par minimalité de k. On a montré que que H C< k >C H, donc on a égalité et H = {0,k,---,(d —1)k}.
De plus, (d — 1)k < n, d’ott dk < n+ k < 2n. Comme dk = 0[n], on en déduit dk = n, d’ou le résultat.
Une autre méthode : On a un morphisme surjectife Z — G, k ~— a*. L’image réciproque de H est un
sous-groupe de Z donc est de la forme mZ et contient le noyau, donc nZ C mZ : m|n. De plus, on a un
morphisme mZ — H. Clest-a-dire H =< a™ >, il est donc cyclique. Comme m|n et H d’ordre d, on a

n
m=—.
d
Solution 16. On a < z >= {1,z,--- , 2" '}.
Si n est pair, I'ordre est 5 car <x>={1,2%-.. 2"/?}.

2d

Si n est impair, comme (22)" = e, I'ordre d de 22 divise n. De plus, 22¢ = e, donc n divise 2d, mais alors

n divise d car n et 2 sont premier entre eux. Donc d = n.

Solution 17. Pour tous entiers p > 0 et k > 1, p;, la classe de p modulo k pour tout entier.

1. Soit ¢ € Hom (Z/nZ,Z/mZ). L'image ¢(1;) engendre un groupe d’ordre qui divise n, car 'ordre
du noyau de ¢ divise n. Comme m An = 1, w(p(lg)) = 1 et (1) = 0,,. Donc il n’y a que
I’endomorphisme nul.

2. Soit ¢ € Hom (Z/6Z,7/8Z). L'image ¢(1g) engendre un groupe d’ordre qui divise 6 : donc soit 1
(morphisme nul), soit 2 (alors 'mage de 1g est 4g), soit d’ordre 3 ou 6, mais on sait que 1'ordre de
I'image de 1 divise 8, ce qui est imopssible. o
Vérifions que 1 — 4g donne bien un morphisme. On a 2kg — 0g et 2k + 1 — 4g et c’est bien un
morphisme.

Solution 18.
1. On a (zy)P? = (aP)4(y?)P? = 1. Donc lordre d de zy divise pq : on peut 'écrire d = p'q’ avec p = p'p”

! 1

et q=4q¢q" :

:I:p/q/yp/q/ 1= xp/q/q//yp/q/q// 1= :L.p/q -1
et comme l'ordre p de z divise p’q et p et ¢ premiers entre eux, on en déduit p|p’ et p = p'.
Autre méthode : Papplication < z > x < y >—=< z,y >, (2¥,y*) — 2Fy*¥ est un mrophisme
surjectif car G est abélien. L’ordre du noyau vaut | <z > N <y > | = |{e}| = 1. Donc 'application
est bijective et | < x,y > | = pqg. De plus < zy >C< z,y >. Enfin, il existe k et [ tels que pk+ql = 1,
d’ou (zy)P* = yP* =y~ = y €< 2y >. De méme z €< zy >. On en déduit < z,y >=< zy > et
lordre vaut pq.

2. On calcule 42 = —I5, A3 = —A et A* = I,, donc A est d’ordre 4. De méme, on calcule B? =

-1 -1 . 1 1 . . 1
( 1 0 ) et B3 = I,. Mais AB = (0 1). Par récurrence, on obtient (AB)" = (O Tf) Donc
AB est d’ordre infini. Cela montre que GLy(R) est de cardinal infini!

3. si x est d’ordre 4, alors z2z2 = 1!

4. Sip = dp, alors (zP)? = 1, donc w(z?) est diviseur de d, car (27 )% = 1. Par hypothése z est
d’ordre p, donc pour 0 < k < d, (zP )* # 1. Finalement w(2?") est d’ordre d.

5. Soit PPCM (p,q) =[] p™ la décomposition en nombre premiers. Comme p®¢ divise soit p soit ¢, il
existe des éléments x; d’ordre p® premiers entre eux. Par récurrence, [ x; est d’ordre voulu.

6. On note G = {g1,92, - ,gn} et w(g;) = a; pour tout i € [1,n] tel que a1 < ag < -+ < a, soit
une suite croissante d’entiers. S’il existe «; tel que a; /oy, alors il existe un élément = d’ordre
PPCM (o, i) > v, ce qui contredit la maximalité de a,. Finalement, g, est d’ordre le PPCM
des ordres des éléments de G.

Solution 19. On montre que G a une structure de Z/pZ-espace vectoriel :



— (G, *) est un groupe commutatif.

— Vm € Z/pZ et g € G, m.g = g™, dépend que de m et pas du choix de m : si m' = m + kp, alors
g™ = g"Pg™ = g™ car g est d’ordre p.

—VgeG,1g=g'=g.

— Vk, K €Z,Nge G, (kxk).g=g"* =k(kK.g).

— Vk, K €Z,Nge G, (k+F).g=g"" =(kg)*(K.g).
— Vk€Z, Vg, g €G, k(gxg) = g xg"% =(kg)*(k.g).
abélien
Donc il existe une base (e, - - - , e,,) de G. L’application (Z/pZ)" — G, (w1, ,xn) + (x1.€1)% - -x(2p.€p)

est un isomoprphisme d’espace vectoriel, donc en particulier de groupes.

Solution 20.

1. Par récurrence o*70~t = (k + 1 k + 2) pour tout k € [0,n — 2].

2. On procede par récurrence sur j.
Sij=i+1,(ij5)=Gi+1).
Si la proposition est vraie pour j > i : (i j) s’écrit comme un produit de transpositions de la forme
(m,m+1). Alors (i j+1) = (j j +1)(i j)(j j +1).
La propriété est donc vraie pour tout 7 > i.

3. Le cours nous dit que S, est engendré par les transpositions et les questions 1 et 2 montrent que le
groupe engendré par 7 et o contient toutes les permutations. On en déduit que le groupe engendré
par T et o vaut exactement S,,.

Solution 21. 1. On sait que deux permutations qui ont des supports disjoints commutent. La réciproque
n’est vraie que pour des transpositions. On procede par contraposée. Si 71 et 75 sont distinctes et
leurs supports ne sont pas disjoints. Elles ont au moins un élément commun dans leur support,
mais pas plus, car sinon elle sont égales. Donc il existe aj, as distincts tels que 71 = (a1 ag) et
7o = (a1 ag). Alors 79 0 71(a1) = 12(a2) = ag et 71 0 Ta(a1) = T2(a3z) = az et 7 et 7o ne commutent
pas.

2. Si ¢(t2) et ¢(t3) commutaient, alors on aurait tatz = ¢~ 1(¢(t2)p(t3)) = ¢ 1 (d(t3))0(t2)) = tata et
donc ty et t3 commuteraient elles aussi. ¢(t2) et ¢(t3) n’ont donc pas un support disjoint ce qui
donne immédiatement le résultat.

3. Le support de ¢(t;) n’est pas disjoint de ¢(t2) pas plus que de celui de ¢(t3). Il y a donc deux
possibilités.
— ou bien ¢(t;) = (a1 a;), ce qui est le résultat voulu.
— ou bien ¢(t;) = (a2 az). Mais totsta = (t2(1) t2(3)) = (2 3), donc

?((2,3)) = (tatata) = d(t2)d(ts)(t2) = (a1 az)(ar a3)(ar az) = (a2 as).

Comme ¢ est bijective, elle est injective et ¢(t;) # ¢((2 3)) = (az as).
On en déduit ¢(t;) = (a1 a;).
4. Si les a; n’étaient pas tous distincts, alors ¢ ne saurait étre bijective.
5. Soit (i j) une permutation, alors t;t;t; = (t;(1) t;(j)) = (¢ j) et donc ¢((i j)) = (a; a;). De méme,

On a s(i j)s~' = (s(i) s(j)) = (a; a;). Comme les transpositions engendrent S,,, on obtient que ¢

coincide avec hg.
Solution 22.

1. Soit iy et iy deux entiers distints > 1. On remarque que (1,41)(1,42)(1,41) = (i1,42). On sait que
S, est engendré par les transpostions, d’ou le résultat.

2. ug est la réflexion d’hyperplan engendré par (e; + e; et les e, k # 4,7, ou s = (4, j).



3. On utilise la remarque suivante : si est un E K-espace vectoriel de dimension n et H un hyperlan,
alors dim F' + H < dim £ = n. Donc,

dmHANF =dimH+dmF —dim(H+ K)<n—-1+dmF-n=dimF -1

On en déduit que si 74, ... T,—2 sont des permutations, alors

n—1

ﬂ El(PTl) C El(PTl o 'P’anz) = El(Prl---Tn,2)~
i=1

n—1

D’apres la remarque plus haut dim () Ey(Pr,) > 2. Or Py, ,) admet un sous-espace propre E; de
i=1

dimension 1. Donc §,, ne peut pas étre engendré par n — 2 transpositions. Il en faut au moins n — 1.

4. On a montré en 1/ que ce cardinal vaut au plus n — 1 et en 3/ qu’il en faut au moins n — 1.



