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Exercice 1 (Loi géométrique & continuité décroissante). Deux joueurs A et B lancent a tour de role une piece
de monnaie qui tombe sur pile avec la probabilité p €]0, 1[. Le premier qui obtient pile gagne le jeu. C’est A
qui commence a jouer.

1. Quelle est la probabilité que A gagne ? Quelle est la probabilité que B gagne ? L’un des deux joueurs
a-t-il plus de chances de gagner que 'autre 7

2. Calculer (de deux maniéres ?) la probabilité que le jeu ne s’arréte pas. Au quantiéme lancer peut-on
espérer avoir un gagnant ?

1. Soit T le temps d’attente du premier pile. La variable aléatoire T suit une loi géométrique de parametre p car les lancers
forment une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes :

VkeN*, P(T=k)=q¢" ' p oig=1—p

e L’événement A,, « le joueur A gagne & son n-iéme lancer » est égal & (T'= 2n — 1) car le joueur A commence puis
joue une fois sur deux. D’ou
VneN*, P(A,)=¢""2.p

L’événement « le joueur A gagne » est égal & |J;2_; Ay et cette union est disjointe, donc la probabilité que le joueur

A gagne est
oo oo
> P(An) =) ¢ p=p-
n=1 n=1

e [’événement B, « le joueur B gagne & son n-iéme lancer » est égal & (T' = 2n) car le joueur A commence puis B
joue une fois sur deux. D’ou

p 1
()" = =—.
1-¢2 2-p

(]2

n=0

VneN*, P(Bp)=¢""1 p.

L’événement « le joueur B gagne » est égal & |Jo-; Bn et cette union est disjointe, donc la probabilité que le joueur

B gagne est
S pm = 3 = Sy = P = A2
n=1 n=1 n=0 q p
e Le joueur A a plus de chances de gagner que le joueur B car
1 1-—
1 1-p
2-p 2-p
2. L’événement « le jeu ne s’arréte pas » est le contraire de AUB. Or cette union est disjointe, d’'out P(AUB) = P(A)+P(B) =
1 1-—
Cy 2J = 1. Donc la probabilité que le jeu ne s’arréte pas est nulle. Cet événement est donc presque impossible.
- D -p

Autre méthode : 'événement « le jeu ne s’arréte pas » est égal & « la piece tombe toujours sur face », donc égal & (2| Fh,
ol F,, est ’événement « la piece tombe les n premieres fois sur face ». Or la suite (Fy) est décroissante car Fy,41 C Fj,.
D’ou (théoréme de la continuité décroissante) : P((;, Fr) = lim P(Fy) =0 car P(F,) =q" et |q| < 1.

n— o0

La variable aléatoire T suit la loi G(p), elle possede donc une espérance finie et E(T) = %



Exercice 2. Ils sont n joueurs (n > 2) & jouer une partie & pile ou face en jetant chacun une piece. L’'un d’entre
eux gagne la partie si sa piece donne un résultat différent des n — 1 autres. On joue jusqu’a ce qu’apparaisse
le premier gagnant ; soit X le nombre de parties alors jouées. Calculer, pour chaque k € N*, la probabilité
P(X = k). Etudier 'espérance et la variance de X.

1. Les n joueurs obtiennent pile ou face : 'univers est Q0 = {pile; face}™ et le nombre de résultats possibles est card(2) = 2™.

Une partie est gagnée SSI un joueur obtient pile et tous les autres face (n résultats favorables) ou bien si un joueur
obtient face et tous les autres pile (n résultats favorables). Il y a donc 2n résultats favorables.

Chaque résultat est équiprobable, donc la probabilité qu’une partie soit gagnée (=un succes) est
~2n_ n
Toon T ogn—1”

p

2. Les parties sont des épreuves de Bernoulli indépendantes et la variable aléatoire X est le temps d’attente d’un succes, elle
suit donc une loi géométrique de parametre p :

n

VEEN", P(X=k)=p-(1-p)* ', ot P= o1

3. La variable aléatoire suit une loi géométrique, elle posséde donc une espérance et une variance. L’espérance est E(X) =

1 gn—1 1— on—1 gn—1
- = et la variance V(X) = 2p = . ( _ 1) .
p n p n n

Exercice 3 (Oral Mines Ponts PSI 2016). Soit a € N*. Une urne contient 2a boules blanches et a boules noires
indiscernables. On effectue une suite de tirages, avec remise, d’'une boule de I'urne. Soit X la variable aléatoire
comptant le nombre de tirages effectués lorsqu’on obtient pour la premiere fois deux boules noires lors de
deux tirages consécutifs.

1. Montrer que la suite (P(X > n)),en+ satisfait une relation de récurrence d’ordre 2.
En déduire la loi de X.

2. Montrer que X est d’espérance finie et calculer F(X).

1. (a) On note By ’événement « on tire une boule blanche au n-éme tirage ».
Soit n € N. L’événement (X > n) est ’événement « il n’y a pas eu 2 boules noires consécutives au cours des n — 1
premiers tirages ». Dot P(X > 1) = P(X >2) = 1.
(b) Etablissons la relation de récurrence.

PREMIERE METHODE — (On procéde comme dans le DS n°4, i.e. on conditionne par les premiers tirages, ce qui
remet le compteur & zéro.) Pour tout n > 3,

(X>n)=((X2n)nB)|J(X=n)nB),

et cette union est disjointe, donc les probabilités s’ajouteront.

D’une part, P((X >n)NB1) =P(B1)-P(X >n| By) = % - P(X > n — 1) car on sait que la premiére boule tirée
est blanche, ce qui remet le compteur a zéro.

D’autre part, (X > n)N By = [(X >n)NB1NBz]U[(X >n)NB1NB2] = (X >n)N BN By car le premier
événement de I'union est impossible. Enfin P((X > n)NB1NBs) = P(B1NB2)-P(X > n | BiNB2) = %%-P(X >n—2)
car on sait que la deuxiéme boule tirée est blanche, ce qui remet le compteur a zéro. Donc

2 2
P(X>n) = P(X>n-1)+ P(X>n-2)
SECONDE METHODE — Pour tout n > 3,
(X=n)=(X2n)NnB,1)|J((X=2n)NnBy 1),

et cette union est disjointe, donc les probabilités s’ajouteront. De plus (X > n)NB,,—1 = (X >n—1)N Bp_1, et
(X=2n)NBp—1=(X>n—-2)NBy_2N Byp_1, dol, par indépendance des tirages successifs,

2 2
P(X>n) = P(X>n-1)+  P(X>n-2)
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(¢) L’équation caractéristique r* = %r + % de la relation de récurrence ci-dessus a pour solutions , donc

3 3

et of 1_3‘/5) + B( 1+3\/§) =P(X>1)=1,et cv(l_T‘/g)2 + B(l"':‘]‘/g)2 = P(X >2) =1, id est apres calculs a = 3—4\/5
et f = 3EY3,

1
(d) X(Q)=N\{0,1} et (X >n) = (X =n)U (X >n+1). Cette union étant disjointe, la loi de X est donnée par :

3+\/§<1—\/§>"+3—\/§<1+x/§>"

Vne X(), PX=n)=PX2n)—-PX=2n+1)="---
(), P(X=m)=P(X>n)-P(X>n+1) 2 (S (2
cette formule étant encore valable pour n = 1.
2. La v.a. X étant & valeurs dans N, elle est d’espérance finie SSI la série Y P(X > n) converge, auquel cas E(X) =
S P(X =n).
Or on vérifie que |L3\/§| < 1, donc les séries géométriques Z(%\/‘;’)” convergent. Ainsi la série Y, P(X > n) est
convergente car c’est une superposition (=une combinaison linéaire) de deux séries convergentes. Et

12.

= 3-v3 58 343 58
EX)=S P(X >n)= 3 5.
=3 P e




