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CORRIGE DU Kpo pu 24/01/2025

Varitables aléatoires

Exercice 1 (tiré de CCP MatHS PC 2015).
Soient (2, 27, P) un espace probabilisé et, pour chaque n € N* une variable aléatoire .S,, qui suit une loi

de Poisson de parametre n : S,(2) =Net P(X =k) = e‘"% pour tout entier k € N.

1) Soit, pour tout n € N*, la fonction f,, définie sur Ry par: VteR,, f,(t)= 6;;”.
a) Soit n € N*. Dresser le tableau des variations de la fonction f,.
b) Déterminer un équivalent de f,(n) quand n tend vers co.

2) a) Rappeler l'espérance E(S,,) et la variance de la variable aléatoire S,, et déterminer celles de la

variable aléatoire S} = S—\/%"

n k n+1
b) Soit n € N*. Calculer la somme Z(n - k‘)e‘”% et en déduire que : E(|S,, — n|) = 26_”%
pors ! !

¢) Etudier lim E(|S}]).
n—oo
3) a) Rappeler I'hypothese et 'expression du reste R, (a,b) de la formule de Taylor avec reste intégral

n _a k
50 =3 59 @ P 4 Rafad
k=0 '

pour une fonction f sur un intervalle [a, b].
b) Montrer que, pour tout n € N*,
n

" t
P(S: <0) =1 7/ .
0 n'

c) Etablir que, pour tout n € N*|

n+1 $n+1 nntl
P(S% < 0) - P(S,, <0) = /n P R s
d) En déduire que la suite (P(S? < 0)),en+ converge.
4) Pour tout n € N*, on note Gg, la fonction génératrice de la variable aléatoire .S,,.
a) Montrer que la fonction Gg, est définie sur R et calculer Gg, (t) pour tout ¢t € R.

b) En déduire que, pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire t5» admet une espérance et que :

Gg, (t/V™)

E(t5) = R

. _ 5
c) Etudier, pour tout ¢t € R7, nh_)rr;o E(t"n).




—ttn—l

Pour chaque n € N*, f,, est dérivable sur Rt et, pour tout ¢ > 0, f/(t) = eil(n —1).
n!
t 0 n +o00
(%) + 0 — 0
e "n"
fn(n) = |
n!
fn(?) / N
0 0
Gréce 4 la formule de Stirling, fn (1) e o, en simplifiant, fu(n) !
race a la formule de Stirling, fn(n) ~ ——=——— et, en simplifiant, fn(n) ~ .
& Jn V2mnnte ™ P " n—o0 /27N
E(Sn) = V(Sn) = n. Par linéarité de I'espérance, E(S}) = M\/ﬁ)ﬂl =0. Et V(S}) = V\gg) =1.
k
On calcule la somme K = Z(n - k)efn% grace a un télescope :
k=0 :
k n k—1 n
n n n
K=ne™ ™ (Z — = Z > =ne "—.
=k (k-1 n!
- anF > nk
B8, —nl) = 3 nle = SRt S (b me K,
k=0 k=0 k=n+1
Or L-K=E(S, —n)=0,dou K =L, donc

nn+1
E(|Sp —n|) =2K =2 " ——.
n!
E(|SE]) = %Eﬂsn —n|) = 2y/nfn(n) S \/g d’aprés la question 1b. Donc nlemE(|S;|) =+/2/7.

Si f est une fonction de classe ¥™1! sur le segment [a, b], alors la formule de Taylor est vérifiée avec Ry (a,b) =

/b f(n+1)(t)M dt.
a n!

Soit n € N* : (S <0) = (Sn < n) U = k) et cette union est disjointe, d’ott P(S;, < 0) = P(Sp, < n) =

ZP(Sn—k) donc : P(S; <0)=e" Z

k=0

On applique la formule de Taylor avec reste 1ntegral 4 la fonction f = exp qui est de classe C* 11 sur [a, b] = [0, n]. Pour
n k n (n _ t)n n en—uyn
tout k € N, f(¥) = f et f(0) = 1 donc e" = Z — + Rn(0,n), ou R, (0,n) = et dt = —du
k! 0 n! 0 n!
(par le changement de variable u = n —t qui est bien de classe €'1).
n nk n o—tyn
On multiplie I’égalité obtenue par e : 1 = e~ " Z — + / dt. D’ou
k! 0
n tn
P(S:<0)=1 7/ e t—dt.
0 n!
Par suite :
n+1 ‘ t"+1 n
P(S; <0)— P(S <0) = / Tt———dt —/ dt
(n_) (n+l—) o € (n+)
n tn+1 n+1 tn+1 n tn
= / e_t +/ e t——dt —/ et —dt.
0 (n+1)! (n+1)! 0 n!
n+1
Dans la premiére intégrale, on pose u(t) = m et v(t) = —e~*t. Les fonctions u et v sont de classe ¢! et
n !

t?’l
u/(t) = — v'(t) = e~t. D’ou, en intégrant par parties :
n!

n+1 . tn+1 nn+1
P(S: <0)— P(S: <O:/ e dt—e " ——.
En <O =P 0= [ e o =" G

n+1
P(S;, <0)—P(S;, 1 <0)= / frnt1(t)dt— fr4+1(n) et la fonction fp41 est croissante sur [n; n+1] d’apres la ques-
n
tion la. Donc, pour tout ¢ € [n;n+1], fat1(t) > fnt1(n) et, en intégrant sur [n;n+1]: P(S;, < 0)—P(S},; <0) >0.
La suite (P(S} < 0))nen+ est donc décroissante. Par ailleurs, elle est minorée par 0 (car toute probabilité est
positive), donc elle converge.



(nt)*
k!

— (nt)¥
converge et sa somme vaut Z T

k=0 =

4) a) Soient n € N* et t € R : la série Y

>0 k
=¢". Dot Gg, (t) = Z e (nt)
" = k!

est défini et vaut
GSn, (t) — en(tfl)

oo
b) Soit t € RT* et n € N* : Gg, (t) = Z P(S, = k)t* = E(t°*) d’aprés le théoréme de transfert.
k=0

Or t5n = (tl/\/ﬁ)sn’” = (tl/ﬁ)s7l X t~V™. D’oll, par linéarité de I'espérance, t5n admet une espérance et

_ Gg, (t/V™)

E(t5%) e

exp (n(tl/\/ﬁ — 1))

tvn
2 Int (Int)? 1
et = 1+u+%+u2€(u), ot e(u) tend vers 0 quand u tend vers 0. D’ol1 1/ V7" = exp <ﬁ In t) = 1—0—%4-( 1;”) + Ens
(Int)?

. Int)?
2 +é&n. Donc E(t57) = exp [% + En:| .

¢) D’aprés les deux questions précédentes, E(t57) =

ot &y, tend vers 0 quand n tend vers co. D’ott n(t1/ V7™ —1) = /nInt+

« Int)2
Par continuité de la fonction exponentielle, lim E(tSn) = exp (( nt) )
n—o0 2

Exercice 2 (tiré de CCP MatHs 1 MP 2015).

Soient f : [0,1] — R une fonction continue, n un entier naturel non nul et z un réel de [0, 1]. On pose le
polynéme :
" (n k
Bn(X) = =) X*(1—-Xx)"*,
=3 (3)f(5)xa-x
k=0
1) Soit S, une variable aléatoire réelle suivant une loi binomiale %(n, x). Montrer que :
- k
Bu(w) = fl) =) _(f (=)= (@) ) P(Sn=k).
k=0
2) Soit € > 0. Justifier qu’il existe un réel a > 0 tel que, pour tout (u,v) € [0,1]? :
lv—ul <a = |f(v) - flu)| <e.

Soit un tel c. On note désormais I,, et J, les parties de [0,n] définies par :

kel, —<— |——=x < a.

k
>« et kGJa<:>'sc
n

3) Montrer que : Z f (k> —f(@)|P(S, =k) <e
keJy "
k Sn
4) Montrer que : Z f (n) — f(@)|P(S, =k) <2||fllec P <‘n —x| > a> .

kely

Rappeler espérance E(S,,) et la variance V(S,,) de la variable aléatoire S,,.

P :P(|S, — > < .
rouver que : P(|S, — nz| > na) < Ino?

)
)

7) Montrer que : Ve > 0, 3N € N*, V¥n > N, Vz € [0,1], |Bp(z)— f(z)| < 2e.
)

Conclure.




La variable aléatoire Sy, suit la loi binomiale Z(n,z), d’ott Sp(Q) = [0,n] et Vk € Sn(Q), P(Sn =k) = (P)a* (1 —x)"~F.

D’une part, Z F(@)P(Sn =k) = f(x) Z P(Sn, = k) = f(x) car Z P(S, =

k=0 k=0 kESy (Q)
D’autre part, By (z) = éf (g) P(S, = k). Donc By(z) — f(z) = é (f (S) - f(x)) P(S, = k).

La fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle y est donc uniformément continue d’apres le théoréme de Heine.

g—x(<ad’oﬁ‘f(§) f(z ‘<s,d’ouz () f@)|P(Sa=k) < 3 eP(Su = k) =

k€Ja k€Ja
€ Z P(Sn,=k)<e Z P(Sn = k) =e. Donc Z f (E> — f(@)|P(Sn=k) <e.
kEJa ke[0,n] kEJa n

Pour tout k € I, d’apres I'inégalité triangulaire, ‘f (g) - f(x)’ < ‘f (g) )+\f(x)| < 2lfllo car oo = max 17(2)]- Doi
k

S s (—) - @)

keln n

k
est égal & |J (Sn = k) et cette union est disjointe. Donc Z ’f (7) — f(=x)
kel kel n

E(Sn) = nz et V(Sn) = nz(l — z).

Pour tout k € J,,

> a) car I’événement (‘% — $‘ > a)
>a).

pour tout réel a > 0 car la variable aléatoire S2

nz(1 —21:) < 1

Shn
P(Sy = ) <2 flloc 3 P(Sn = k) = 2||]oc P ( S
kel

P(s, =0 <2l P (|2 -

V(S
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P(|Sn, —E(Sn)| > a) < M

est d’espérance finie. En particulier, si a = na qui est bien strictement positif, alors P (]S, —nz| > na) <

(%) -s@

I'union disjointe de I, et de Ju, la derniere somme est la somme des deux sommes majorées aux questions 4 et 3. D’ou

sa) ez,

(na) ~ 4na?

car Vz € [0, 1], %—x(l—x):x2—2%x+(%)2:(x—1)2>0.

D’apres la question 1 et par I'inégalité triangulaire, |Bpn(z) — f(z)| < Z P(Sn = k). Parce que [0,n] est

|Bu(a) — f(2)] <21 flloc P (‘7_;,;

d’aprés la question précédente car les événements (’% — a:’ > a) et (|Sn — nz| > na) sont égaux.

Quantifions : d’apres la question 2, le réel a dépend de € mais ne dépend ni de n ni de . D’ou

Ve >0, 3a>0, Vn € N*, Vz € [0,1], |Bn(z)— f(z)| < [EAIES +e.
2na?
Or [FIE —» 0, dott AN € N*, Vn > N, Hf”"" < e. Donc
2na2 n— oo
Ve >0, IN € N*, VYn > N, Vz € [0,1], |Bn(z)— f(x)] < 2e.
On en déduit que sup |Bn(z)— f(z)] 2 0 : la suite des fonctions polynomiales B, converge uniformément vers la
n o0

z€[0,1]
fonction f sur le segment [0, 1]. En exhibant une telle suite de polyndmes, on a prouvé le théoréme d’approximation de
Weierstrass : toute fonction continue sur le segment [0, 1] est la limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.
La preuve est due a Serguei BERNSTEIN et figure dans un article intitulé « Démonstration du théoréme de Weierstrass
fondée sur le calcul des probabilités » et paru en 1912 :
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FIGURE 1 — QR-BERNSTEIN



