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COLLE N° 16

E.v.n.

Exercice 1. Soit E I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C* telles que f(0) = 0.

Soient N1 et Ny les applications définies de F vers R par

Ni(f) = 1fllse et Na(f) = I + f'lloo-

1. Montrer que E est un espace vectoriel et que N1 et Ny sont des normes sur F.
2. Déterminer un réel o > 0 tel que Vf € E, Na(f) < a- Ni(f).
3. Montrer que, pour tout f € F,

fle)= e / ) + £ () .

4. En déduire que les deux normes sont équivalentes.

Exercice 2. Soit (7,7) une base d’'un R—espace vectoriel E de dimension deux. La norme « un » d’un vecteur
¥ = a7+ y7 est définie par ||¥]]; = |z| + |y|.

Soit f € L(E) un endomorphisme représenté, dans la base (7, ), par la matrice A = [ Z (Ci ] .

1. Montrer que ||f|l1 = max (|a| + |b|, |c| + |d]).

2. Soient un réel a > 0 et un vecteur @ = 17+ aJ. Soit p : E — E, ¢+ p(¥) le projecteur sur Vect(?)
parallelement & Vect(@). Ecrire la matrice, dans la base (7, ), de p et en déduire ||p[|; en fonction de a.

3. Dessiner la boule unité B et son image directe par 'application p. En utilisant ce dessin, retrouver la
valeur de ||p||;.

Exercice 3. On note ¢! 'ensemble des suites réelles u telles que > |u,| converge, ¢? 'ensemble des suites
réelles u telles que > u2 converge et £>° I’ensemble des suites réelles bornées.

1. Montrer que £, 2 et £>° sont des sous-espaces vectoriels de RY et que £ C ¢2 C .

2. On définit sur ¢! trois normes par :

+oo 00 1/2
lully = > lunl s ully = (Z U%> et [Jull o = sup fun|
n=0 n=0 neN

pour tout u € 1.
(a) Déterminer, s’il existe, le plus petit réel a tel que Vu € £*, |lul| < a- [|ul; .
(b) Les normes ||-||; et ||-||, sont-elles équivalentes ?

(c) Les normes || - || et || - ||2 sont-elles équivalentes ? Et les normes || - [|2 et || - [|oo ?



