Colle 16 Espaces vectoriels normés

BELLIOT Raphaél

Exercice 1.
1. Montrer que A — x4 est continue sur M,,(C).
2. Soit A € M,,(C) diagonalisable. Montrer que S(A) = {P7!AP, P € GL,(C)} est fermé.

3. Montrer que si A admet pour valeur propre Aq, ..., A, de multiplicité respectives ny, ..., n,, alors
Mln, 0
0= € S(A).
0 Al
On pourra utiliser la matrice A =Diag (- - ,a™) pour a € R. Réciproque ?

4. Caractériser les matrices A pour lesquelles S(A) est borné, fermé.



Solution 1.

1.

Soit ¢ : M, (C) — C[X], A — xa est continue car les coefficients du polyndme caractéristique
s’écrivent comme des polynomes en les coefficients de la matrice.

Soit une suite (M,, = P;YAP,) € S(A)N qui converge vers M € M, (C). Pour tout n, M,, =

P.1AP, est semblable & A, donc est digonalisable de polynéme annulateur minimal scindé pa =
IT (X —=X). Donc, pour tout nN, pa(M,) = 0. Par continuité, pa(M) =0 et M est diagona-

AESpec A

lisable.

Soit A une matrice. Une base de trigonalisation montre qu’il existe T € S(A) triangulaire supérieure

avec les \; appraissant n; fois sur la diagonale. Si T = (t; ;), alors ATYTA a pour coefficient a?~*t; ;

sij > 1 et 0 sinon. Quand a tend vers 0, AT'TA tend vers Q. Ceci qui montre qu’elle est dans

S(A). -

Réciproquement, Si Q € S(A). Si Q € S(A), toutes les matrices de S(A) sont semblables a Q.

Sinon, il existe (M,,) € S(A)N qui converge vers Q. Le polynéme caractéristique chiy, est constant

donc xXm, = Xa-

S’il existe une matrice non diagonale M dans S(A), alors A=Y AA, montre que S(A) est non bornée.

Donc A n’est semblable qu’a des matrices diagonales : tout vecteur non nul est vecteur propre, c’est

une homothétie. Enfn, une homothétie convient.




LE QUERE Léandre

Exercice 2. Soit r > 0 et E,. ’ensemble des applications de | —r, 7| dans R développables en série entiére.
r t
Pour f € E,, on pose ¢(f)(z) = / &dt.
0 T+t

1. Montrer que 9 est un endomorphisme de F,..
2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propores de 1 ; ¢ est-il un automorphisme de E,. ?

3. Pour un polynéme, on pose ||P|| = sup |P(t)|; ¢ induit-elle une application continue sur R[] ?
te[—1,1]
Son inverse est-elle continue ?



Solution 2. 1. On a

1
f(zu)
= d
v = [ {5
+oo
d’ou si f = Z any™ poury €] —r,rl, on a donc pour x €] —r,r| :
n=0
1 +oo u” +00 1 um
T) = apr" —— | du = anx” du
o) = [ 3 (a7 = S [
n 1 n
vu que |anpx™ < |anz™|. En posant I,, = / du, il vient
1+u o 1+u

“+o0
G(f) (@) =Y anlpa™.
n=0

2. On obtient Y(f) = Af ssiVn € N, a,I, = Aa,. On en déduit que les valeurs propres sont {I,, n €
N}, les vecteurs propres état proportionnels a x™, donc ¥ est injective.

+oo
De plus, 1 est surjective : st g = Z bnx™, on pose a, = l}—
n=0
3. 1 est un automorphisme de R[t]. De plus, si x € [—1,1], |¢(f)(z)] < ||f]], donc 1 est continue. En
revanche, =1 ne Uest pas. En effet, si f,(z"™ et v~ (fn)(x) = :;— On || full = 1, tandis que (I,)

tend vers 0.



PINSON Paul

Exercice 3. Soit E un espace tel que toute série absolument convergente est convergente. Soit (an)nen
une suite de vecteurs de E telle que pour tout n € N la famille (ag, a1, ...,a,) est libre.
On pose F,, = Vect{agp,a1,...,a,}.

1. Soit A une partie non vide de F et x € E. B
Montrer que d(x, A) = infyca ||y — z|| existe et que d(z, A) =0 2z € A
2. Justifier qu’il existe une suite de réels (p, )nen telle que

1
Vn e N*,0 < Nn+1||an+1|| < gd(ﬂnam Fn—l)

3. Montrer que la série ) - finay, converge.

+00 o0
4. On note [ = Z Lnay la somme de cette série et pour n € N, on pose r, = Z PE Q-
n=0 k=n+1

Montrer que d(l, F,,) = d(ry, F},) et en déduire que | n’appartient & aucun des F,.

5. Existe-t-il une norme sur R[X] pour laquelle que toute série absolument convergente pour cette
norme soit convergente ?



Solution 3.

1.

L’ensemble est minoré par 0 et non vide, donc la borne inférieure existe.
Si d(x, A) = 0, par caracrtérisation de la borne inférieure, il existe une suite (ay,) QAN, telle que
d(x,ay) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Par définition, (ay) tend vers x et x € A.

F,, est fermé et upa, ¢ Fn—1 donc d(pnan, Fr—1) > 0; on construit donc la suite par récurrence.
ltns1ani] < %d(,unan,Fn_l) < %Hunanﬂ donc > ppay, est absolument convergente donc conver-
gente, par hypotheése.

l—ry €F, doncd(l,F,) =d(rn, Fp).

poury € F,, on a

I7n = yll > lptnt1ant1 = yll = 1Tl = d(pns1@ni1, Fn) = |rng1l]
et
+oo +oo 1 3
sl =13 manl <33 nsaonsal < 5 X Sdimsranss, Fy)
k=n-+2 k=0
donc

1
d(l, F) > id(ﬂn+1an+1v Fy) > 0.

Avec (X™)pen on a une base dénombrable ce qui n’est pas possible d’aprés ce qui précéde.
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Exercice 4. Soit £ = C([0,1),R).
1. Montrer que sur E, les applications Ny : f — | f(0)|+sup|f + 2’| et Na : f — sup|f|+sup|f’| sont
(0,1] [0,1] [0,1]
deux normes équivalentes.

2. Sont-elles équivalentes a la norme de la convergence uniforme ?



Solution 4. 11 est clair que ce sont des normes et que Ny < 2N,

1. Montrons l'autre inégalité.
Posons g = f +2f'. Donc (2f et/2)l = g(t)e'’?, ou encore

1

J(t) =5 x et x / tg(x)em dz + f(0)
0

On en déduit que

t
supl | < suplg] x sup [/ < [ 3 dx] L 1FO0)] < Ny ().
0.,1] 0,1] [0.,1] 0 2

1
Par ailleurs, ' = §(g — f), donc

[0, [0,1]

1
sup|f'| < = [ suplg| + sup|f| | < N1(f)
1] 2\ jo,1]

Ainsi No(f) < 2N1(f) et les deux normes sot équivalentes.

2. Elles ne sont pas équivalentes & Noo car, si on prend f,, : x — exp(nzx), alors No(f,) = (n+1)exp(n)
alors que Noo(frn) = exp(n). Done, lim oo (Na(fr)/Noo(frn)) = +00.



