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Exercice 1. Soit E I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C* telles que f(0) = 0.

Soient N7 et Ny les applications définies de E vers R par

Ni(f) = 1flle et No(f) = [If + f'lloc-

1. Montrer que E est un espace vectoriel et que Ny et Ny sont des normes sur F.
2. Déterminer un réel o > 0 tel que Vf € E, Nao(f) < a- Ni(f).
3. Montrer que, pour tout f € F,

fle)=e / )+ £ .

4. En déduire que les deux normes sont équivalentes.

Soit F I’ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C! telles que £(0) = 0.
Soient N7 et N3 les applications définies de E vers R par
Ni(f) =1 lloe et Na(f) = IIf + f'lloo-

1. L’ensemble des fonctions de [0,1] vers R est un espace vectoriel. De plus, la fonction nulle appartient & E. Et une
combinaison linéaire de fonctions :
— de classe C! est encore de classe C ;
— égales & 0 en 0 est encore égale a 0 en 0.
Donc E est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions de [0, 1] vers R.
AUTRE METHODE — L’ensemble E est le noyau de la forme linéaire C1([0,1],R) — R, f + f(0), c’est donc un sev de l'ev
cl([o,1],R).
Si f € E, alors f’ est continue sur le segment [0, 1], d’olt f’ est bornée, donc la fonction Ny est bien définie sur E. C’est
une norme car :
— Ni(f)=0r = ||f'lo0 =0 = Vz €[0,1], f/(z) =0. D’ou la fonction f est constante sur l'intervalle [0, 1]. Or
f(0) =0. D’ou Vz € [0,1], f(x) = 0. Donc f =0g.
— elle vérifie I'inégalité triangulaire car la norme || - || la vérifie.
Si f € E, alors les fonctions f et f’ sont continues sur le segment [0,1], d’ou f + f’ est bornée, donc la fonction N2 est
bien définie sur E. C’est une norme car :
— No(f)=0r = ||[f+ ]l =0 = Vz €[0,1], f(z)+ f'(zx) =0 = 3C € RR, Vz € [0,1], f(z) =C-e~*. Or
f(0) =0, d’ou C =0. D’ou Vz € [0,1], f(z) = 0. Donc f =0g.
— elle vérifie I'inégalité triangulaire car la norme || - ||o la vérifie.
2. Soit f € E: Na(f) = [If + f'lloc < Iflloc + [1f'lloc- Or Yo € [0,1], f(z) — £(0) = [ f'(t)dt, dott f(x) = [ f'(t)dt (car
f(0) =0), dott |[f(x)] < [57 [/ ()]dt < |z = O] x [|f']loc < [If'[loo (car z € [0,1]), d’0tt ||f]loc < [[f'lloc- Donc Na < 2- Ni.

3. Soit fEE : /a: f(t)etdt = [f(t)et]g — /a: f(t)etdt en intégrant par partie. Or [f(t)et]g = f(z)e® car f(0) = 0. D’ou
0 0

/I [f(t) + f/(t)] e'dt = f(z)e”. Donc f(z)=e /I [f(t) + f/(t)] e'dt.
0 0




4 1f(@) < —/0 17(t) + /(8)] etdt < -/0 17(t) + /(8)] e%dt < /0 £ + F/®)]dt < J2] % If + Flloo < 1 + Flloo-

Dol |[fllee < [If + f'lloo-
Or f'=f+f" = f, dou [f'lloc < IIf + f'lloc + [[fllec- Donc N1 < 2Na.

Exercice 2. Soit (7,7) une base d'un R—espace vectoriel E de dimension deux. La norme « un » d’un vecteur
¥ = 27+ yJ est définie par |71 = |z| + |y|.

Soit f € L(E) un endomorphisme représenté, dans la base (7, 7), par la matrice A = [ Z 2 ] .

1. Montrer que ||f|l1 = max (|a| + |b|, |c| + |d]).
2. Soient un réel @ > 0 et un vecteur @ = 17+ «J. Soit p : E — E, ¥ +— p(¥) le projecteur sur Vect(7)
parallelement & Vect(@). Ecrire la matrice, dans la base (7, 7), de p et en déduire ||p||; en fonction de c.

3. Dessiner la boule unité B et son image directe par I’application p. En utilisant ce dessin, retrouver la
valeur de ||p||1-

1. Soit la constante k = max (|a| + |b], |¢| + |d|). Pour tout 7 € E, ||f (V)] = |ax+cy|+ |bx+dy| < |al|z|+]|c||y|+ |bl|x| +|d]|y] <
(lal + 16Dl + (el + Id]) 9] < & (2] + [y < & - |71
De plus, k est la melleure (la plus petite) constante possible car :
— si max (|a] + |b], |¢| + |d|) = |a| + ||, alors en choisissant = 1 et y = 0, on réalise I’égalité || f(0)|| = |ax + cy| + |bz +
dy| = |a| + [b] = (lal + [b]) (|11] + [0]) = K|T]|;
— de méme si max (|a| + |b|, |¢| + |d|) = |c¢| + |d|, en choisissant = 0 et y = 1).
Donc [|f[l1 = max (|a| + [b], [¢] + |d]).
2. p(0) =7et p(7) = 7é?car I= 7é?+ éﬁ et p(@) = 0. La matrice, dans la base (,7), de p est donc

1 -1
(b )

Et, par suite : ||p|l1 = max(1, é)
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En utilisant le dessin : |pli = 2 si0O<a<let|p]i=1si1<a.

@

Exercice 3. On note ¢! 'ensemble des suites réelles u telles que Y |u,| converge, £2 1'ensemble des suites
réelles u telles que > u2 converge et £>° I’ensemble des suites réelles bornées.

1. Montrer que £, 2 et £> sont des sous-espaces vectoriels de RY et que £* C £2 C .
2. On définit sur ' trois normes par :

1/2

—+oo —+oo
lully = funl o ully =D i et [lufl o = sup fun|
n=0 n=0 neN

pour tout u € £



(a) Déterminer, s’il existe, le plus petit réel a tel que Yu € €1, |jul < a-|ull; .

(b) Les normes ||-||; et |||/, sont-elles équivalentes ?

()

Les normes || - [|; et || - ||2 sont-elles équivalentes ? Et les normes || - [|2 et || - [|oo ?

1. Si la série numérique > |un| converge, alors la suite un tend vers 0, d’out : & partir d”un certain rang, |un| <1 et alors
0 < w2 < |up|, d’olt la convergence de la série > u2. Donc £* C £2.
Si la série > u2 converge, alors la suite u2 tend vers 0 et la suite u, tend donc aussi vers 0. La suite u, est donc
convergente, or toute suite convergente est bornée, donc la suite u, est bornée. Donc €2 C £°.
La suite nulle appartient & ¢1, & €2 et & £°°. Reste &4 montrer que ces ensembles sont stables par combinaisons linéaires, ce
qui en fera des sev de 'ev RN, Soient A et u deux réels :

(©)

Si les suites up et vy, sont bornées, alors il existe des réels U et V' tels que, pour tout n € N, |up| < U et |vp| < V.
D’olt |Aup + pon| < |AU + |u|V est majorée, donc £°° est un sev.
Si les séries Y |un| et > |vn| convergent, alors la série > |Aun, + pon | converge aussi car [Auy, + pon | < [A||un |+ |pw||vn].
Donc £! est un sev.

2 2
Si les séries >"u2 et > v2 convergent, alors il en est de méme de la série > |unvn| car 0 < |upvp| < %T-H)" car
(Jun| — |vn])? > 0. On en déduit que la série S (Aun + pvn)? converge car (Aun + pvn)? = AN2u2 + 2 \punvn + p2u?
et les trois séries > u2, 3" v2 et 3" unv, convergent. Donc £2 est un sev I> voir la méme question sur Lo dans Iexo 4
du chapitre VIII.
Pour toute suite u € E, ||u|lco < ||ull1 car Vn € N, |up| < ||lul/1 qui est un majorant et le sup est le plus petit majorant.
D’ou @ = 1 convient, de plus c’est le plus petit réel possible car la suite u définie par ug =1 et Vn € N*, u, =0
appartient a £1 et vérifie 'égalité ||ul|oo = ||u||1-
Soit, pour chaque N € N, la suite u(™) définie par :

VneN,usLN):l si n<N et u™ =0 si n>N.
Chaque suite ©(™) appartient bien & ¢! et
[ =N+1 ™Moo = 1.

Par ’absurde : supposons qu'il existe 8 € R tel que Yu € £1, ||ull1 < ||u|loo. En particulier, YN € N, [[u(V)]|; <
B |ul™) ||oo. Cest absurde. Donc ces deux normes ne sont pas équivalentes.

En utilisant les mémes suites u(?¥), on montre de méme qu’aucune de ces normes n’est équivalente & l’autre car :
b

™ =N+1 e =1 et [u™ o= VI F L.



