LyciEE CLEMENCEAU — MPI VENDREDI 7 FEVRIER 2025

CORRIGE DU D.S. N° 5 DE MATHEMATIQUES

Exercice 1. On fait I'expérience aléatoire suivante : on lance une piéce indéfiniment, qui tombe sur Pile avec une
probabilité p €]0, 1] et sur Face avec la probabilité g =1 —p

Soit un entier naturel » > 1. On note T' le temps d'attente du premier Pile et X le temps d’attente du r—iéme
Pile. Par exemple : T(FFPFP---) =3 et, sir =2, alors X(FFPFP---)=25.

1. Quel est 'ensemble T'(2) des valeurs prises par la variable aléatoire T'? Quelle est, pour chaque n € T(Q),
la probabilité P(T = n)? Que valent I'espérance E(T) et la variance V(T') ?

2. Soit n > r > 1. Soient A I’événement « La piece est tombée r — 1 fois sur Pile au cours des n — 1
premiers lancers ». Calculer la probabilité P(A).

3. En déduire, pour chaque n € N* la probabilité P(X = n).

4. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere (::i)xn_’" et calculer, pour = €] — R, + R,

-1
lasommeg (n 1) ner
r—

5. Montrer, par le calcul, que la somme Z P(X = n) vaut bien 1. Qu’en déduire ?

n=r

T
L1 = pe
6. Montrer que, pour tout x €] L 5 Z P(X (1 _ qx)

7. Montrer que la variable aléatoire X est d’espérance finie et calculer cette espérance F(X).

rq
p?

8. Montrer que la variable aléatoire X2 est d’espérance finie et que V(X) =

1. La variable aléatoire T suit une loi géométrique de parametre p (car les lancers sont des épreuves de Bernoulli qu’on
suppose indépendantes et T est le temps d’attente du premier Pile), d’ot :

T(Q)=N*, P(T=n)=pq"" !, ET) == e V(T)=—=.

2. Les n — 1 lancers sont des épreuves de Bernoulli indépendantes et ’événement A est réalisé ssi on obtient r — 1 Pile parmi

les n — 1 lancers. D’apres la loi binomiale, P(A) = (: : i) pr—lgn=1-(r-1) — (: : }) pr g™

3. Soit B I’événement « La piece tombe sur Pile au n—iéme lancer » : P(B) = p.
Sin < r, alors I'événement (X = n) est impossibe, d’ou P(X =n) = 0.
Soit n > r. L’événement (X = n) est égal & AN B. Les événements A et B sont indépendants, d’olt

P(X = n) = P(A) - P(B) = (Z - }) P



4. Soient r € N* et x €] — 1,1[. On peut dériver terme & terme une série entiére sans changer son rayon de convergence.
Dérivons r — 1 fois terme & terme la série entiére > z™, dont le rayon de convergence vaut R =1 :

1
Vz €] — 1,41, E " = T D’ou : le rayon de convergence de la série entiere 3 (7'~ l)m” " est encore R =1 et
—x
n=0
o0
n—1 1
Ve €] —1,+1], ( ):c"iT: —_
} [ Z r—1 1Q—-az)r
n=r

(Ne pas oublier de le démontrer par récurrence sur r.)

_ 1
5. Z P(X=n)=p" Z (?,_ i) = prm d’apres la question précédente car g €] — 1, +1].

Donc Z P(X =n) = 1. La probabilité de ’événement « On n’obtiendra jamais r Pile » est donc nulle, autrement dit

cet événement est presque impossible, autrement dit (X = n),ecn+ est un systéme quasi complet d’événements, autrement
dit les événements (X = n) ont une union disjointe et presque certaine.

Z P(X =n)z" = i (:: D pq" Ta™ = (pz)" i (:L: 11) (gz)" 7.

n=r n=r

6. Soit z €] —

l
gl
Donc G(z) = (1 ) d’apres (4).

Ce calcul est valable si gz €] — 1, +1], toujours d’apres (1), c’est-a-dire si x €] — %, +%[. On reconnait que : la fonction G
est la fonction génératrice de la variable aléatoire X.

7. La fonction G est dérivable sur 'intervalle | — %, +%[ et, pour tout = dans cet intervalle,
Gy =r- (2" )T_l_p(lfqz)erqx _ ( pr \"!
1—gx (1—gz)? (1—gz)2 \1-—g=x ’

Ceci est valable pour tout z €] — %, %[, donc en particulier pour x = 1. La fonction G est dérivable en 1, donc la variable

aléatoire X est d’espérance finie et E(X) = G'(1) = z > proposition 32 du chapitre X.
p

8. La fonction G est deux fois dérivable sur I'intervalle | — %, +%[ et, pour tout x dans cet intervalle,
1" d —r—1 r—12 —r—2
G"(2) =rp- — [(px)" " - Le(l—ge)™" ] =rp-[(px)" - (1 — qa) - [2pgz 4 p(r — 1)].
Ceci est valable pour z =1 car 1 €] — = 7[ La fonction G est deux fois dérivable en 1, donc la variable aléatoire X? est

s

d’espérance finie et V(X) = G” (1) + G’(l) —[)? 5 [> proposition 32 du chapitre X.

Exercice 2. 1. Montrer que, pour tous n € N* et x € ]—g, +3 [,

n

tan™ 1) (z Z < ) tan® () tan™=F) ().
k=0
2. Montrer que, pour tousn € Net x € [0, +3 [,

tan(™ (z) > 0.

3. Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral et ses hypothéses pour une fonction f sur un segment

[a, b].
4. Soit, pour chaque k € N, a5 = tan;&. Montrer que la série " azz* converge pour tout = € [O, +3 [
o
5. Montrer que la fonction S : x — Z anx™ est définie au moins sur ]—%, +3 [
n=0

6. Calculer ag et a;. Montrer que, pour tout n € N*,

n
(n+1)aps1 = Z Oy
k=0



7. Montrer que, pour tout x € ]fg, +3 [,

S'(z) = 1+ S%(x).

8. Montrer que la fonction tan est développable en série entiere sur }—% +

.

vl

1. La fonction tan est de classe C*° sur }—g,—t—% [ Soient n € N* et x € ]—g, +g[ :

tan( 1) (z) = (tan/)(n> (z) = (1 + tan®)™ (z) = (tan x tan)™ (z).

On utilise la formule de Leibniz pour dériver n fois ce produit :

n
n
tan(™*+1) (z) = Z < )tan<k)(a:) tan(™~*) (z).
k
k=0
2. On montre la propriété par récurrence forte sur n :
— elle est vraie pour n = 0 car tan(z) > 0 pour tout = € [O, +g [ et elle est aussi vraie pour n = 1 car tan’ = 14 tan?;
— supposons que la propriété est vraie de 0 & n € N* . D’apres la relation de récurrence de la question précédente, elle
est encore vraie pour n + 1.
Par récurrence, elle est donc vraie pour tout n € N.
3. Si f est de classe C™*1 sur le segment [a, b], alors :
(b-

Mf”(a) 4t 7a)nf(n)(a) + Rn(a,b), o Rn(a,b) = /b Mf(”“'l)(t) dt.
2' n' a n'

f(®) = f(a) + (b —a)f'(a) +
4. On applique la formule de Taylor avec reste intégral & f = tan sur un segment [0,z] C [0, +5 [:
(z—1)

n x n
tan(z) = Z apz® + Rn(0,2) ol R,(0,z) = / — tan("t1) (1) dt est positif d’apres la question 2.
k=0 0 n:

n
La suite numérique Sp(z) = Z akxk des sommes partielles est :
k=0
— croissante car c’est une somme de termes positifs d’apres la question 2 ;
— majorée par tan(z) car le reste Ry, (0,x) est positif.
D’ou la suite Sy (z) est convergente. Donc la série numérique apz® est convergente pour tout z € [0, JF% [

5. D’apres la question 4, la série entiére > arz® converge pour tout x € [0, +3 [ Son rayon de convergence R est donc

supérieur ou égal & 7. Elle converge donc au moins sur ]7%, +3 [ Autrement dit, la fonction S est définie sur ]7%, +3 [
n
6. ap = tan(0) = O et a; = 1+tan2(0) = 1. D’aprés la question 1, pour tout n € N*, tan(**t1) (0) = Z <:> tan(*) (0) tan(*—*)(0).

k=0
n

Dot (n+ lany1 = Z (:)k!ak (n — k)lan_g. Donc (n+ 1)an+1 = Z apQn—k-
k=0 k=0

7. Soitxe]—g,ﬂ-g[:

— on peut dériver terme & terme une série entiere sans changer son rayon de convergence, d’ou

o0 oo
S'(z) = Z napz" "1 = Z(n—l— Dan+12™ ;
n=1 n=0

— par produit de Cauchy,

o0 n
52(:1:) = Z cpx™, oll ¢ = Z Ak -
n=0 k=0

D’ou :
T o7 T o7 > >
Va e]fgﬁg[, S'(z)=1+8%(x) <= V& e]—5,+5[, S+ Danria™ =1+ cpa”
n=0 n=0
=1
= “ teo par unicité du DSE
vn>1, (n+1ant1 =cn

La premiere équation est vérifiée car ag = co = 0 et a; = 1. La seconde équation est aussi vérifiée pour chaque n > 1
d’apres la question 6. Donc S’(x) = 1+ S2(z) pour tout = € ]7%, +% [



S'(z) =1+ 5%z = 1_‘_%(2)(%) =1
= arctan (S(x)) — arctan (S(0)) =« — 0.

Or S(0) =ap =0, dour: Vx € ]7%’+%[7 arctan (S(z)) = . Donc

Vo € ]—g,—i-g[, S(z) = tan(z).

o0
On en déduit que la fonction tan est développable en série entiere sur }—g, +35 [ Son DSE est : tan(z) = Z anx™ pour
n=0

tout z € | -5, +%5 [

Exercice 3 (tiré de MINES-PONTS - 2017 - MP - MATH 1).
Soit I le segment [—1,+1]. Soient E le R—espace vectoriel C(I,R) des fonctions continues de I vers R et

E le sous-espace vectoriel C1(I,R) formé des fonctions de E qui sont de classe C*.

/2
1. Pour tout n € N, on note W, I'intégrale de Wallis / (sin(t))" dt.
0

(a) Montrer que la suite numérique (W, )nen est décroissante et strictement positive.
(b) Etablir pour tout n € N une relation entre W, 15 et W,,. En déduire que, pour tout n € N :

™

Wy Wypyg = ———.
T o+ 1)

P
n’

2. Si f € E, on définit la fonction u(f) par :

(¢) Montrer que W;, ~

w/2
Ve € I, u(f)(z) = %/0 f(xsin(t)) dt.

On admettra que la fonction u(f) est continue sur I et que u est donc un endomorphisme de E.

(a) Soit n € N. Montrer que la fonction f,, : I — R, = +— z™ est un vecteur propre de u. (Par
convention, fo(xz) =1 pour tout x € I.)

(b) Si f € Ey, on définit la fonction v(f) par :

/2
vz e I, v(f)(@) = £(0) +x/0 (@ sin(t)) dt.

Montrer que v est une application linéaire de F; vers E. Et calculer v(f,,) pour tout n € N.

3. On munit l'espace vectoriel E de la norme || - || définie pour tout f € E par :
171 = max |(2)].

(a) Montrer que endomorphisme u est une application continue de (E, || - ||) vers (E, || - ||)-
(b) Montrer que I'application v n’est pas continue de (Ey, || - ||) vers (E,| - ||).

4. Soit D Pensemble des fonctions de E qui sont développables en série entiere. Soit (a,)nen la suite des
coefficients du développement en série entiere d’une fonction f € D. Montrer que D est stable par w.
Quels sont les coefficients du développement en série entiere de u(f)?




1. (a) Pour tout t € [0,7/2], 0 < sint < 1. Dol 0 < sin™ ¢ < sin® ™1 t. Par croissance de I'intégrale, 0 < W, < W,,_1. Donc
la suite (W5, ) est décroissante. Elle est strictement positive car, pour tout n € N, la fonction [0, 7/2] — R, t + sin™ ¢
est continue, positive et n’est pas la fonction nulle.

(b) Soit n > 2. On intégre par parties :

/2 /2
Wy = / wv’ = [uv}g/2 — / uw'v car les fonctions u : ¢+ (sint)?» 1 et v : t — —cost sont de classe C'. D’ol
0 0

/2
Wn = [—(sin )"~ cos t}gﬂ + (n— 1)/ (sint)"~2(cost)? dt. Or le terme entre crochets est nul.
0

/2

/2 /2
Donc W, = (n — 1)/ (sint)"~2(cost)? dt. De plus, Wp_o — Wy, = / (sint)"~2dt — / (sint)™ dt =
0 0 0

/2 /2
/ (sint)™"2(1 — sin® t) dt = / (sint)" "2 (cos t)? dt.
0 0

1 n—1

Dou Wy,_o — W, = Wy, donc W, =

Wy —2 pour tout n > 2.

n—1
Dot nW,Wp_1 = (n — 1)W,_1W,,_a2. Donc la suite (nW,W,,_1) est constante. Et cette constante est égale a
/2 /2
W1Wp. Or Wy = / dt =7/2 et W1 = / sintdt = 1. Donc la suite (nW,, Wy, _1) est constamment égale & g
0 0

n _ Wn+1 < Wn
n+1 anl - anl

c) La suite ”/n est décroissante, d’ou ”’n 1 < [/[/n < W n—1- D’ou < 1 en divisant par
+1 > = =
H/nf] qul est strictemen pOSltif.

— 1 grace au théoréme des gendarmes. D’ou W,, ~ W,,_1. La suite
n—1 n—oo

De cet encadrement, on tire que

™ T [T
(nWrWp_1) est donc constante, égale & 3 et équivalente & nW?2. D’ott nW2 ~ 3 Donc Wy, ~ o car la suite
n
(Wh) est positive.

2 (/2 2 2
2. (a) Soientne€Netzel:u(fn)(z)= f/ (zsint)” dt = —Wpa" = =Wy fn(z), dolt u(fn) = %ann De plus la
m Jo ™ ™

fonction fy, n’est pas nulle. Donc, pour chaque n € N, la fonction f, est un vecteur propre de u associé a la valeur
2
propre ;Wn.

(b) Soit f € E1, alors f' € E. Par suite v(f) € E car v(f) = f(0) + Fzu(f’) et il est admis que la fonction u(f’) est
continue car f’ l'est. De plus, pour tous (a, 8) € R? et (f,g) € E2, pour tout = € I, v(af + Bg)(z) = (af + Bg)(0) +
ru(af' + Bg") (z) = af(0) + Bg(0) + au(f)(z) + Bu(g’)(x) par linéarité de u. D’olt v(af + Bg) = av(f) + Bv(g),
donc v est linéaire.

/2
D’une part, v(fo) = 1 = 1fg. D’autre part, soient n € N* et € I : v(fn)(z) = 0" + a:/ n(zsint)* " Ldt =
0
nWh_12" = nWp_1fn(z), Aot v(frn) = nWy_1fn.

3. (a) L’application u est linéaire. Elle sera continue si, et seulement si, il existe un réel K tel que Vf € E, |[u(f)| < K||f]|-
Pour tout = € I, |u(f)(z)| = ‘% 0”/2 f(zsin(t)) dt‘ < % O‘"/z |f(xsin(t))| dt d’apres I'inégalité triangulaire. Or
Y(z,t) € I x[0,7/2], |f(zsin(¢))| < ||f|l. D’ou Vz € I, |u(f)(z)] < %ngH qui est un majorant. Or le maximum est
le plus petit majorant, d’ou ||u(f)|| < ||f||. Donc I'application u est continue.

(b) L’application v est linéaire. Par I’absurde, supposons qu’il existe un réel K tel que Vf € E1, ||[v(f)|| < K| f||. En
particulier, Vn € N*, ||[v(fn)|| < K||fnll- Dot nWr—1]|fr]l < K||fn]|.- En divisant par ||f»|| qui est strictement

™

positif, nWy,_1 < K pour tout n € N*. C’est absurde car nWp_1 ~n, /5"

— +4o0. L’application v n’est donc
n— oo

pas continue.
4. La fonction f est DSE, donc f(x) = > .2 janz™ pour tout z appartenant & un intervalle | — r,+r[. Soit (z,t) €

|—r, +r[ X [O, g} . Alors |zsint| < r, d’ou

2 /2 o /2 > 9
u(f)(z) = - /0 Z anz™sin™t | dt = /0 Z ;anz" sin™ ¢ | dt.
n=0 n=0

D’ou, sous réserve qu’on puisse intégrer terme a terme,

oo o0
2an [7/2 2an W,
u(f)(z) = Z <n/ sin™ tdt | 2" = Z e,

- T Jo — s

n=0 n=0
ce qui montre que la fonction u(f) est DSE sur | — 7, +r[. Pour justifier 'intégration terme & terme, il suffit de montrer
que la série numérique > foﬂ/Q |2ana™ sin™ | dt converge. C’est le cas car 0 < fow/z |Zanz™ sin™ t| dt < |ana™| et la série
>~ lana™| converge.



Exercice 4. On veut prouver que, pour toute matrice A € .#,,,(C) et, pour toute norme || - || sur .#,,(C) :

AR — max{|\l, A€ Sp(A)} (@)

On note :
e p un entier naturel non nul;

o ./, 'espace vectoriel .#,,(C) des matrices carrées d'ordre p a coefficients complexes ;
e pour toute matrice A € ., le réel

r(A) = max{|Al, A € Sp(A)}

appelé le rayon spectral de la matrice A.

1. Soit = un réel strictement positif. Etudier lim z!/*.

k—o0
2. Soit A € .
(a) Justifier l'existence de r(A).
(b) Montrer que r(A) = 0 si, et seulement si, la matrice A est nilpotente.

3. Soit || - || une norme sous-multiplicative sur .4, autrement dit elle vérifie :
V(A,B) € 4y, |AB|| <A Bl

(a) Soient A € #, et A € Sp(A). Montrer qu’il existe une matrice non nulle B € .#, telle que
AB = A\B. En déduire que :

r(A) < A
(b) Soit A € A, telle que ||A]| < 1. Montrer successivement que :
i. la matrice I, — A est inversible.
ii. la suite (A¥) converge vers la matrice nulle.
iii. la suite (Cy), définie par Cy = I, + A + - - - + A*, converge et calculer sa limite.
(On pourra calculer le produit (I, — A)C}.)
(c) Soient A et B deux matrices semblables de .#,,.

i. Montrer qu’il existe un réel v > 0 tel que :
. 1
Vk € N*, ;IlAkH < || BF|| < ~l14%|

ii. En déduire que, si la propriété () est vraie pour A, alors elle ’est encore pour B.
4. Dans cette question, on choisit la norme définie sur .#), par :

VA = (ai;) € My,  |[Al =px max |a;;l
1<i,j<p
(a) Montrer que cette norme est sous-multiplicative.

(b) Montrer que le résultat (V) est vrai lorsque la matrice A est diagonale, puis lorsque A est
diagonalisable.

(c) Soient T' € .#, une matrice triangulaire supérieure, dont tous les termes diagonaux valent 1, et la
matrice J = T' — I,. Montrer successivement que :

i. JP=0.
ii. Il existe un réel M > 0 tel que :

Vk>p,  p<|TF| <Mk



iii. lim ||7%|Y* = 1.
k—o00

(d) Soient A = (a; ;) € My et B = (b; ;) € Mpp(R) deux matrices telles que :

v(i,j) € [1,p]?

Montrer que :
vk € N*,

lai ;| < bi;

1AR) < 1Bl

(e) Montrer que la propriété (©) est vraie si la matrice A est triangulaire supérieure. (Dans le cas ol

r(A) > 0, on pourra utiliser la matrice A" = 7,({4)

).

(f) Montrer que la propriété (0) est vraie pour toute matrice de ..

nx

1. Soit > 0. Alors, pour tout k € N*, zl/k —e"% .

Inx

Comme = k—> 0 et que 'exponentielle est continue en 0, on obtient
— 00

2. Soit A € M.

Montrer que la propriété (©) est vraie pour toute matrice A de .#, et pour toute norme sur .#,.

zl/k — 0 =1.
k— o0

a) Comme A est a coefficients complexes, son polynéme caractéristique (de degré n > 1) est scindé sur C, donc admet
g
au moins une racine d’aprés d’Alembert-Gauss, et au plus n. Par conséquent, ’ensemble {|A|, A € Sp(A)} est une

partie finie et non vide de R, donc admet un maximum 7

(b) Procédons par double implication :

(A). Do

Pexistence de 7(A).

— Sir(A) =0, alors Sp(A) = {0} et, selon le théoréme de Cayley-Hamilton, x4(X) = (X — 0)? est annulateur de

A, c’est-a-dire que AP = 0.

— S’il existe n > 1 tel que A™ = 0, alors X™ est un polynéome annulateur de la matrice A, or le spectre est inclus
dans I’ensemble des racines, donc Sp(A) C {0}. Comme le spectre complexe n’est pas vide, Sp(A) = {0} et

donc r(A) = 0.
Ainsi, r(A) = 0 si, et seulement si, il existe n € N* tel que A™ = 0.
3. Soit || - || une norme sous-multiplicative sur /.

(a) Soit X # 0 un vecteur propre de A associé & la valeur propre A. Notons B € .#,,, la matrice dont toutes les colonnes

sont égales & X. Alors la matrice AB € .#}, a toutes ses colonnes égales & AX = AX. Donc AB = AB et B#0,

puisque X # 0.

Comme || - || est sous-multiplicative, |A| - ||B|| = ||AB]| = ||AB]| < ||A|| - || B||- La matrice B étant non nulle, on peut
diviser par ||B|| > 0 et I'inégalité précédente donne |A| < ||A]| qui est un majorant du spectre. Or la borne supérieure

(ou le maximum ici) est le plus petit majorant, donc

r(A) < [|A].

(b) Soit A € A, telle que ||A]| < 1.

i. Comme r(A) < ||A|| < 1, 1 n’est pas une valeur propre de A, et donc I, — A est inversible.




ii. La norme || - || étant sous-multiplicative, une récurrence donne :
vk ENT, [lA%]| < A"

La suite géométrique réelle (||A[|*)x>1 est de raison ||A|| < 1, donc converge vers 0. Par le théoreme des
gendarmes, on en déduit que ||A* — 0]| k—) 0, ce qui signifie que
—00

la suite (A¥)j>1 converge vers la matrice nulle.

iii. Pour k£ > 1, calculons :
(Ip—A)Cl =Cp —AC,y = (Ip+ A+ -+ A") — (A4 A% ... 4 AFFy =, — AFHL I
— 00
D’une part la matrice I, — A est inversible, d’autre part application M +— (I, — A)_lM est continue car
linéaire sur l’espace vectoriel .#), de dimension finie, d’ou :

Cr = I, — A1 x (I, — A)Cy, 2 (= A7 x I,
— 00

Ainsi la suite (C)) converge vers (I, — A)~

(c¢) Soient A et B deux matrices semblables de ..

i. A et B étant semblables, il existe une matrice inversible P € .#), telle que B = P~1AP et donc, pour tout
k>1, BF = (P~1AP)* = P~1A*P. La norme || - |

IB*|| = 1P~ ARPI| < ||P7H] - [ A*] - ||P].

En posant v = ||P~1||-||P|| > 0, car P et P~! sont non nulles, on obtient : IIB*|| < ~||A¥||, pour tout k > 1.

De méme, comme A¥ = PBFP—1 || AF|| < ~||B¥||, et donc L)|4%|| < ||B¥||, pour tout k > 1.
¥

ii. Supposons que ||A*||1/k 1/k

(& k > 1 fixé) sur Ry :

k*) r(A). L’encadrement précédent fournit, par croissance de la fonction x — x
—00

AN < BRI < A

Or v/F — 1 d’apres la question 1, et ||A¥||'/F — r(A). Donc, par le théoréme des gendarmes,
k— o0 k— oo

||Bk||1/k k—) r(A). Mais les matrices A et B sont semblables, donc ont le méme spectre, ce qui implique que
— o0

r(A) = r(B). On a alors obtenu que || B¥||1/k e r(B), ce qui signifie que le résultat () est encore vrai pour B.
—00

4. Dans cette question, on choisit la norme || - || définie sur .#, par ||A|| =p ,Jax la, ;1.
<i,5<p

(a) Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) dans .#;. En notant C = AB = (c¢;,j), on a :

P
V(i) € [Lpl?,  leisl = Z@z kbrj| < Z lai k] [bx,] < —= Z |AI|HB||
qui est un majorant. Le maximum étant le plus petit majorant, ||C|| = ||AB|| < p HA|| [|B]|, c’est-a-dire
[|AB]| < ||A]l || B]|, ce qui signifie que la norme || - || est sous-multiplicative.
(b) Soit A = diag(A1,...,Ap) une matrice diagonale de .. Il existe ig € [1,p], tel que r(A) = |X;,| = i Pour tout

k> 1, AF = diag(\F, .. )\k) d’otr || A*|| —p|/\ | = p|Aig|F, et donc :

IARI® = p R 1N | —2 1 [hig| = [ig| = (A)



Donc le résultat (©) est vrai lorsque la matrice A est diagonale.

Comme la norme || - || est sous-multiplicative, si A est diagonalisable, elle est semblable & une matrice diagonale et,

selon la question 3-c-ii, le résultat () est encore vrai pour toute matrice diagonalisable.

(c) Soient T' € .4} une matrice triangulaire supérieure, dont tous les termes diagonaux valent 1, et J =T — Ip,.

i. J est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, qui sont tous nuls. Par
conséquent, son polyndme caractéristique s’écrit x 7(X) = (X — 0) et, selon le théoetme de Cayley-Hamilton,

il est annulateur de J. Autrement dit, JP =0.

ii. Comme J et I, commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

k p—1 .
Vk>p, TF=(J+I,)* = E (%)J’Iz E k(k—1) (k ’L+1)Ji car J'=0, Vi>p.
i

!
=0 1=0 v

Donc, par inégalité triangulaire et homogénéité de la norme :

k—i+1
I < Z S )||JZ||<Z—HJlH<kP 12 A

= M>0
Et, comme les coefficients diagonaux de T valent 1, p < ||T*|| < M - kP~ pour tout k > p.
iii. L’encadrement précédent entraine :

—1
Vk>p, pUR < | TRIVE < MR
—1 Ink

Or, d’apres la question 1, pl/’C — 1, MYk 5 1ot k5F =P Dy o0 = 1, puisque n—k — 0.

k—o0 k— o0 k— o0 k— o0

On obtient donc, par le théoréme des gendarmes, que ||Tk|\1/k k—) 1.
— 00

(d) Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) telles que, pour tout (i,7) € [1,p]?, |ai ;| < b; ;.
Notons, pour tout k € N*, AF = (a;k)) et B = (b(k)) et montrons par récurrence sur k € N* que |a(k)| < b(
tout (4,7) € [1,p]?%.
— L’inégalité est vraie pour k = 1 par hypothese sur A et B.

k)

i, bour

— Supposons qu’elle soit vraie pour k fixé dans N*. Alors, par inégalité triangulaire :

< Z a8 lae ;1 < Zb(’% b

Ce qui acheve la récurrence. Puis, parce que le maximum est un majorant,

V(i,5) € [Lpl, plal)| <|IB¥|

k+l)
7 Z alv]

et enfin ||A¥|| < ||B¥|| car le maximum est le plus petit majorant. Ainsi, pour tout k € N*| ||A*|| < || B¥||

(e) Soit A € .4, triangulaire supérieure.
— Sir(A) =0, alors il existe n € N* tel que A” = 0 et donc, pour tout k > n, ||A*||1/F =0 vl 0=r(A).

— Sir(A) > 0, alors la matrice A’ = A est encore triangulaire supérieure et a tous ses coefficients diagonaux

(A)
de module inférieur ou égal & 1. Soit T la matrice triangulaire supérieure dont les termes diagonaux sont égaux
a 1 et ceux du triangle supérieur égaux au module de ceux de A’. Les matrices A’ et T satisfont les hypothéses

de la question précédente et alors :

Vk>1, p<||A*| < |TF|  puis  pl/E <Ak MR < TR |1k



A I'aide des questions 1 et 4-c-iii, on déduit du théoreme des gendarmes que || A’%||1/k k—) 1 et, par homogénéité
— 00

de la norme :

1/k
AR = (|t a|| T = ray A E — r(4) x 1= r(4)
k—o0
Ainsi, le résultat () est vrai pour toute matrice triangulaire supérieure.

(f) Dans .4}, toute matrice est trigonalisable, c’est-a-dire semblable & une matrice triangulaire supérieure. En utilisant

les questions 3-c-ii et 4-e, on conclut que le résultat (O) est vrai pour toute matrice de .#Zp.

5. Soit N une norme sur .#. Il existe alors o, 8 > 0 tels que :
VM € My, o M| < N(M) < B||M]|
ol || - || est la norme définie & la question 4. Alors, pour A € /4,
Yk > 1, o AR < N(AR) <A puis  al/FIARTR < IN(ARTR < gl Ak

Gréce & la question 4-f et au théoréme des gendarmes, on conclut que [N(A*)]1/k 4 r(A).
— 00

Ainsi le résultat (O) est vrai pour toute matrice A de .#), et pour toute norme N sur ..




