LycktE CLEMENCEAU — NANTES 2024-2025 - MPI/MPT*

COLLE N° 17

E.v.n.

Exercice 1. Soit, pour chaque n € N, la fonction
By i [0,1] — R, & +— nze """,

1. Soit n € N*.
Dresser le tableau des variations de la fonction h,, et représenter graphiquement la fonction h,,.

Calculer ||y |]1 et ||An]]oo-

La suite h,, est-elle bornée pour la norme oo ? Et pour la norme 17
Existe-t-il un réel « tel que : Vf € C([0,1]), |[flloc < - [[fll1?
Existe-t-il un réel 8 tel que : V.f € C([0,1]), Ifll1 < B Iflleo ?

DAl

Exercice 2 (oral Centrale PC 2011).
On munit E = C%([0,1],R) de la norme donnée par Vf € E, ||f|l2 = (fol )Y/, Soient

1 1
CIJ:fGEH/f et \IJfGE»—>/\f|
0 0

Montrer que ® et ¥ sont des applications continues de (E,|| ||2) dans R.

Exercice 3. On munit I’espace vectoriel C([0, 1], R) de la norme ||.||oo-

Soit A ’ensemble des fonctions f de C([0, 1], R) telles que :

f(0)=f(1)=0 et /O ft)dt = 1.

Pour tout vecteur f € C([0, 1], R), on appelle distance de f a A et on note d(f, A) le réel d(f, A) = élelg |f —all
> exo 13 du TD n° 11.

1. Montrer que I’ensemble A est un fermé de C([0, 1], R).

2. Montrer que la distance de la fonction nulle a ’ensemble A est égale a 1 : d(0,A) = 1.

3. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f € A telle que d(0, A) = d(0, f) (autrement dit : que cet inf n’est
pas un min).



