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Intégrales a parametre

f—[ Exercice 1 *xx } N

Soit f la fonction définie par

1) Justifier que f est bien définie sur R} .

2) Justifier que f est continue sur R .

3) Calculer f(z) + f(xz + 1) pour tout z > 0.
4) Donner un équivalent de f au voisinage de 0.

\ J

r—[ Exercice 2 *xx } N

On pose pour tout z > 0, f(z) = f(;roo le:; dt.

2
1) Montrer que f est de classe C* sur R7.

2) Montrer que f est une solution de I’équation différentielle y” + y = %
3) Déterminer la limite de f en 4oc.
f—[ Exercice 3 xx } N\
Soit F:z s [ sin(@t) o—t .
0 t
1) Justifier que F est définie et de classe C'* sur R.
2) Calculer F'(z) pour tout z € R.
3) En déduire une expression simple de F'(z) pour tout x € R.
f—[ Exercice 4 »% } N\
Soit
too —xt __ —yt
e e
F(x,y) = / —dt
0 t
avec x et y des réels strictement positifs.
1) Montrer que pour touty > 0, z - F(z,y) est de classe C* sur RY.
2) Calculer pour tout z > 0 et tout y > 0, ‘g—i(m, Y).
3) En déduire une expression de F'(z,y) pour tout (z,y) € (Rj)Q.
f—[ Exercice 5 xx } N\

Soient, pour tout réel z,
1 p—a?(1+t?) z
—t2
F(z)= / ——5dtet G(z) = / e " dt.
o L1+t 0

1) Calculer F'(0) et montrer que 1iI+n F(z)=0.
Tr—r

o0
2) Montrer que la fonction F' est dérivable sur R et que
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1
Vz € R, F'(z) = —2ze / e =" dt.
0
3) Montrer que la fonction G est dérivable sur R et que

vz € R, (G?) (z) = —F'(z).
4) Calculer G(0) et montrer que lirll G(z) existe et est finie.
r——+00

5) En déduire que

+o0
/ e dt = ﬁ
0 2

ta?

+oo
Soit f: x> / 1-|——t3dt' Calculer f(0) en faisant le changement de variables ¢t = 1/u puis étudier
0

les variations de f sur son domaine de définition.

r—[ Exercice 6 *x }
-

\.

f—[ Exercice 7 xxx }

On pose

1) Montrer que F est bien définie sur R*.
2) Montrer que F est de classe C* sur R™.
3) Calculer F(™(0) pour tout n € N.

\

f—[ Exercice 8 xxx }

Soit f: x > fo+oo Mfﬁ.
1) Montrer que f est définie sur R .
2) ATaide du changement de variables u = 1, calculer f(0).
3) Montrer que f est continue et décroissante.

4) Déterminer lim___ f.

\.

f—[ Exercice 9 x*xx }

Soit f : a > [ 2 Wt

1) Montrer que f est définie et continue sur R* .
2) Etudier les variations de f.

3) Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.

4) Déterminer un équivalent de f en 0 et en +o0.

\

f—[ Exercice 10 xx% }

Soit f la fonction définie par la formule f(z) = fog sin”®(t)dt.

1) Montrer que f est définie et positive sur | — 1, +00[.
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2) Montrer que f est de classe C! et préciser sa monotonie.

3) Trouver une relation entre f(z + 2) et f(z) pour tout z > —1.

4) On pose pour tout z > 0, p(z) = zf(z) f(x — 1). Montrer que pour toutz > 0, p(z + 1) =
©(z) et en déduire ¢(n) pour tout n € N*.

5) Déterminer un équivalent de f au voisinage de —1.

\

f—[ Exercice 11 x%x* }

Soit F' la fonction définie sur R par
+00 )
F(x) = / et ch(2xt)dt.
0

1) Montrer que F est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. En déduire
une expression de F'(x) pour tout z € R.

2) Retrouver 'expression de F'(x) a I'aide d’une intégration terme a terme.

\

r—[ Exercice 12 x%x% }

Soit f : R — R une fonction de classe C*° vérifiant f(0) = 0. Montrer que la fonction g : = @

prolonge en une fonction de classe C'*° sur R puis exprimer ses dérivées successives en 0 en fonction
de celles de f.

se

\

f—[ Exercice 13 x%x% }

sin(t)‘ <1,

1) Montrer que pour tout ¢t # 0, [ =

sint
efa:t

+o0
2) Montrer que pour tout x > 0, 'intégrale / dt converge et que sa valeur est
0

1

inférieure a 7

sin(t)

+o0
3) Montrer que l'intégrale de Dirichlet / dt est convergente.
0

e Ttdt.

t
+o0o
t
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = sin(t)
0

t
1

4) Montrer que la fonction g est de classe C' sur R* et que pour tout z > 0, ¢’ (z) = —Tia7

5) Calculer g(z) pour tout z > 0.

6) .. (D7 | sin(t)] . .
Soit, pour tout n € N, u,, (z) = Te_“dt. Montrer que la série de fonctions
nm
>~ (—1)™u,, converge uniformément sur R*.

7) Montrer que chacune des fonctions u,, est continue sur R*.
sin(t)

+oo
8) En déduire la valeur de I'intégrale de Dirichlet / dt = 3.
0

\

f—[ Exercice 14 *xx% }

Soit ¢ : RT — R une application de classe C'! intégrable sur RT.

1) Montrer que pour tout A > 0, lim_,, fOA o(t) cos(zt)dt = 0.

2) Montrer que lim,_,, f0+°° ©(t) cos(zt)dt = 0.
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(

r—[ Exercice 15 xx*xx }

Montrer que ln o I" est convexe, ou I est la fonction définie par

+o0
Ve > 0,I(z) = / t*le~tdt.
0




