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Intégrales à paramètre

Exercice 1  ★★

On pose pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ∗
+ ×]0, 1], 𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑥−1

1+𝑡 .

1) Soit 𝑥 > 0. La fonction 𝑡 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur ]0, 1]. De plus, 
𝑡𝑥−1

1 + 𝑡
∼

𝑥→0+

𝑡𝑥−1 = 1
𝑡1−𝑥 . Comme 1 − 𝑥 < 1, la fonction 𝑡 ↦ 1

𝑡1−𝑥  est intégrable sur ]0, 1], et donc par
comparaison de fonctions positives, 𝑓(𝑥) existe.

2) • Pour tout 𝑥 > 0, 𝑡 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1] ;
• pour tout 𝑡 ∈]0, 1], 𝑥 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est continue sur ℝ∗

+.
• Soit 𝑎 < 𝑏 deux réels strictement positifs. Pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] ×]0, 1],

| 𝑔(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑡𝑎−1

1 + 𝑡
≤ 𝑡𝑎−1.

Comme 𝑡 ↦ 𝑡𝑎−1 est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1], la fonction 𝑓  est continue
sur tout segment de ℝ+

∗ , donc 𝑓  est continue sur ℝ+
∗ .

3) Soit 𝑥 > 0.

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + 1) = ∫
1

0

𝑡𝑥−1 + 𝑡𝑥

1 + 𝑡
𝑑𝑡 = ∫

1

0
𝑡𝑥−1𝑑𝑡 = 1

𝑥
.

4) Par continuité, lim
𝑥→0

𝑓(𝑥 + 1) = 𝑓(1) donc 𝑓(𝑥) ∼
𝑥→0

1
𝑥

.

Exercice 2  ★★

1) Soit 𝑥 > 0. La fonction 𝑡 ↦ 𝑒−𝑡𝑥

1+𝑡2  est continue sur ℝ+ et positive. De plus 𝑒−𝑡𝑥

1+𝑡2 = 𝑜( 1
𝑡2 ) donc est

intégrable sur [1,+∞[. Par suite, la fonction 𝑓  est bien définie sur ℝ∗
+.

On pose pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ∗
+ ×ℝ+, 𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡𝑥

1+𝑡2 .

Pour tout 𝑡 ∈ ℝ+, la fonction 𝑥 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶2 sur ℝ∗
+ et

∀𝑥 > 0, 𝜕𝑔
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) = − 𝑡
1 + 𝑡2

𝑒−𝑡𝑥 et 𝜕2𝑔
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡) =

𝑡2

1 + 𝑡2
𝑒−𝑡𝑥.

On en déduit que pour tout 𝑥 > 0, la fonction 𝑡 ↦ 𝜕𝑔
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur ℝ+ et

intégrable sur ℝ+, et 𝑡 ↦ 𝜕2𝑔
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡) est continue par morceaux.

Soit [𝑎, 𝑏] un segment inclus dans ℝ∗
+.

∀(𝑥, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] × ℝ+, | 𝜕
2𝑔

𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑎𝑡.

Comme 𝑡 ↦ 𝑒−𝑎𝑡 est continue par morceaux et intégrable sur ℝ+, la fonction 𝑓  est de classe 𝐶2

sur tout segment de ℝ∗
+, donc de classe 𝐶2 sur ℝ∗

+.

2) L’encadrement 0 ≤ ∫+∞
0

𝑒−𝑡𝑥

1+𝑡2𝑑𝑡 ≤ ∫+∞
0

𝑒−𝑡𝑥𝑑𝑡 = 1
𝑥  valable pour tout 𝑥 > 0 permet d’obtenir

lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 𝜋
2 .

Exercice 3  ★★

1) On pose pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ × ℝ∗
+, 𝑓(𝑥, 𝑡) = sin(𝑥𝑡)

𝑡 𝑒−𝑡.
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• Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur ℝ∗
+, prolongeable par continuité

en 0 puisque sin(𝑥𝑡)𝑡 𝑒−𝑡 ∼
𝑡→0

𝑥 donc intégrable sur ]0, 1], majorée en valeur absolue par 𝑒−𝑡

𝑡 ,
donc intégrable sur [1,+∞[ ,

• pour tout 𝑡 > 0, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶1 sur ℝ et

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) = cos(𝑥𝑡)𝑒−𝑡.

• Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑡 ↦ cos(𝑥𝑡)𝑒−𝑡 est continue par morceaux.
• Pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ × ℝ∗

+, |𝜕𝑓𝜕𝑥(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑡 et 𝑡 ↦ 𝑒−𝑡 est intégrable sur ℝ+
∗ .

D’après le théorème de dérivation sous le signe intégral, 𝐹  est de classe 𝐶1 sur ℝ.

2) D’après le théorème de dérivation sous le signe intégral,

∀𝑥 ∈ ℝ,𝐹 ′(𝑥) = ∫
+∞

0
cos(𝑥𝑡)𝑒−𝑡𝑑𝑡

= ∫
+∞

0
Re(𝑒𝑡(𝑖𝑥−1))

= Re( 1
1 − 𝑖𝑥

)

= 1
1 + 𝑥2 .

3) Ainsi, 𝐹  est une primitive de 𝑥 ↦ 1
1+𝑥2 . Comme 𝐹(0) = 0, 𝐹 = Arctan.

Exercice 4  ★★

1) Soit 𝑦 > 0. On pose pour tout 𝑥 > 0 et 𝑡 > 0, 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑥𝑡−𝑒−𝑦𝑡

𝑡 .
• Pour tout 𝑥 > 0, 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue sur ℝ∗

+, est prolongeable par continuité en 0 car
lim𝑡→0 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑥 + 𝑦 donc intégrable sur ]0, 1], et 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑜( 1

𝑡2 ) donc intégrable sur
[1,+∞[.

• Pour tout 𝑡 > 0, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶1 sur ℝ∗
+ et

∀𝑥 > 0, 𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) = −𝑒−𝑥𝑡.

• Pour tout 𝑥 > 0, 𝑡 ↦ −𝑒−𝑥𝑡 est continue par morceaux sur ℝ∗
+.

• Pour tout segment [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ∗
+, |𝜕𝑓𝜕𝑥(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑎𝑡.

Comme 𝑡 ↦ 𝑒−𝑎𝑡 est intégrable sur ℝ∗
+, le théorème de dérivation sous le signe intégral permet

d’affirmer que 𝑥 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑦) est de classe 𝐶1 sur ℝ∗
+.

2) D’après le théorème de dérivation sous le signe intégral,

∀(𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ∗
+)

2, 𝜕𝐹
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦) = −∫
+∞

0
𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡 = −1

𝑥
.

3) D’après le calcul précédent,

∀𝑦 > 0, ∃𝐶𝑦 ∈ ℝ,∀𝑥 > 0, 𝐹(𝑥, 𝑦) = − ln(𝑥) + 𝐶𝑦.

Soit 𝑦 > 0. On a alors 0 = 𝐹(𝑦, 𝑦) = − ln(𝑦) + 𝐶𝑦.

Donc pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ∗
+)

2, 𝐹 (𝑥, 𝑦) = ln(𝑦) − ln(𝑥).

Exercice 5  ★★
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1) 𝐹(0) = ∫1
0

𝑑𝑡
1+𝑡2 = 𝜋

4 . Pour tout réel 𝑥, 0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ ∫1
0
𝑒−𝑥2𝑑𝑡 = 𝑒−𝑥2  donc par encadrement

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = 0.

2) Soit 𝑎 > 0, 𝑋 = [−𝑎, 𝑎], 𝑇 = [0, 1] et 𝑓  la fonction définie sur 𝑋 × 𝑇  par 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑥2(1+𝑡2)

1+𝑡2 .
• Pour tout 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶1 sur 𝑋
• pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux et dominée par la constante 1 donc

intégrable sur 𝑇 ,
• pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ↦ 𝜕𝑓

𝜕𝑥(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur 𝑇 ,
• pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑋 × 𝑇 , |𝜕𝑓𝜕𝑥(𝑥, 𝑡)| ≤ 2𝑎 et ∫

𝑇
2𝑎𝑑𝑡 converge.

Donc 𝐹  est de classe 𝐶1 sur tout segment [−𝑎, 𝑎], donc 𝐹  est de classe 𝐶1 sur ℝ et

∀𝑥 ∈ ℝ,𝐹 ′(𝑥) = ∫
1

0
−2𝑥𝑒−𝑥2(1+𝑡2)𝑑𝑡 = −2𝑥𝑒−𝑥2 ∫

1

0
𝑒−𝑥2𝑡2𝑑𝑡.

3) 𝐺 est une primitive de la fonction continue 𝑡 ↦ 𝑒−𝑡2  donc 𝐺 est dérivable sur ℝ et pour tout
𝑥 ∈ ℝ, (𝐺2)′(𝑥) = 2𝐺(𝑥)𝐺′(𝑥) = 2𝑒−𝑥2 ∫𝑥

0
𝑒−𝑡2𝑑𝑡. Le changement de variables 𝑡 = 𝑢𝑥 pour

𝑥 ≠ 0 dans l’intégrale donne alors (𝐺2)′(𝑥) = −𝐹 ′(𝑥) pour 𝑥 ≠ 0. Cette égalité est encore
vraie pour 𝑥 = 0 puisque dans ce cas, les deux membres de cette égalité sont nuls.

4) 𝐺(0) = 0. L’intégrale ∫+∞
0

𝑒−𝑡2𝑑𝑡 est impropre en +∞ ; elle converge car pour tout 𝑡 ≥ 1, 0 ≤
𝑒−𝑡2 ≤ 𝑒−𝑡 et ∫+∞

1
𝑒−𝑡𝑑𝑡 converge. Donc 𝐺 a une limite finie en +∞.

5) La fonction 𝐹 +𝐺2 est constante (car de dérivée nulle sur l’intervalle ℝ), donc pour tout 𝑥 ∈ ℝ,
𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥)2 = 𝐹(0) + 𝐺(0)2 = 𝜋

4 . En passant à la limite quand 𝑥 tend vers +∞,
∫+∞
0

𝑒−𝑡2𝑑𝑡 = √𝜋
4 .

Exercice 6  ★★

1) Comme 𝑒−𝑡

𝑡 = 𝑜( 1
𝑡2 ), l’intégrale ∫+∞

1
𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 existe, et donc 𝐹  est définie sur ℝ+
∗ .

2) On remarque que pour tout 𝑥 > 0,

𝐹(𝑥) = ∫
+∞

1

𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡 −∫

𝑥

1

𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡.

Or, d’après le théorème fondamental de l’analyse, la fonction 𝑥 ↦ ∫𝑥
1

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 est l’unique
primitive de 𝑥 ↦ 𝑒−𝑥

𝑥  qui s’annule en 1, d’où l’on déduit que 𝐹  est de classe 𝐶1 et pour tout 𝑥 >
0, 𝐹 ′(𝑥) = −𝑒−𝑥

𝑥 .

3) Pour tout 𝑥 > 0,

0 ≤ 𝑥𝐹(𝑥) ≤ ∫
+∞

𝑥
𝑒−𝑡𝑑𝑡 = 𝑒−𝑥

et donc par encadrement, lim𝑥→+∞ 𝑥𝐹(𝑥) = 0.

Pour tout 𝑥 ∈]0, 1[,

∫
1

𝑥

𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑒−𝑥 ∫

1

𝑥

𝑑𝑡
𝑡

= −𝑒−𝑥 ln(𝑥)

donc

0 ≤ 𝑥𝐹(𝑥) ≤ 𝑥∫
+∞

1

𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡 − 𝑥 ln(𝑥)𝑒−𝑥

et donc lim𝑥→0 𝑥𝐹(𝑥) = 0.
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4) Pour tout 𝑎,𝐴 réels strictement positifs,

∫
𝐴

𝑎
𝐹(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑥𝐹(𝑥)]𝐴𝑎 +∫

𝐴

𝑎
𝑒−𝑥𝑑𝑥

, en faisant tendre 𝑎 vers 0 et 𝐴 vers +∞, on obtient ∫+∞
0

𝐹(𝑥)𝑑𝑥 = 1.

Exercice 7  ★★

On pose pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ (ℝ+)2,

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡

1 + 𝑥𝑡
.

Pour tout 𝑥 ≥ 0, la fonction 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux, et

∀𝑡 ≥ 0, |𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑡

donc 𝐹  est définie sur ℝ+.

Soit 𝑡 ≥ 0. La fonction 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶𝑛 d’après les théorèmes généraux, et

∀𝑥 ≥ 0, 𝜕
𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛 (𝑥, 𝑡) =
(−1)𝑛𝑛!

(1 + 𝑡𝑥)𝑛+1 𝑡
𝑛𝑒−𝑡.

On en déduit que pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ (ℝ+)2,

|𝜕
𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑛!𝑡𝑛𝑒−𝑡.

On en déduit que 𝐹  est de classe 𝐶𝑛 sur ℝ+, et

𝐹 (𝑛)(0) = ∫
+∞

0
(−1)𝑛𝑛!𝑡𝑛𝑒−𝑡𝑑𝑡 = (−1)𝑛(𝑛!)2.

Exercice 8  ★★

On pose pour tout 𝑥 > 0 et 𝑡 ≥ 0, 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑥𝑡

1+𝑡2 .

Soit 𝑥 > 0. La fonction 𝑡 ↦ 𝑒−𝑥𝑡

1+𝑡2  est continue par morceaux.

Soit 𝑡 ≥ 0. La fonction 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶2 sur ℝ∗
+, et pour tout 𝑥 > 0,

𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) = − 𝑡
1 + 𝑡2

𝑒−𝑥𝑡 et 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡) =

𝑡2

1 + 𝑡2
𝑒−𝑥𝑡.

Pour tout 𝑎 > 0, 𝑥 > 𝑎 et tout 𝑡 ≥ 0,

{{
{{
{{
{|𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑎𝑡

|𝜕𝑓𝜕𝑥(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑎𝑡

|𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑎𝑡

donc 𝐹  est de classe 𝐶2 sur ]𝑎,+∞[ pour tout réel strictement positif 𝑎, donc 𝐹  est de classe 𝐶2 sur
ℝ∗

+ et

∀𝑥 > 0, 𝐹″(𝑥) + 𝐹(𝑥) = ∫
+∞

0
𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡 = [−𝑒−𝑥𝑡

𝑥
]
+∞

0
= 1

𝑥
.
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Enfin, pour tout 𝑥 > 0,

0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ ∫
+∞

0
𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡 = 1

𝑥

donc lim𝑥→+∞ 𝐹(𝑥) = 0. 

Exercice 9  ★★

La fonction 𝑡 ↦ 1
1+𝑡3  est intégrable sur ℝ+ donc 𝑓(0) existe.

𝑓(0) = ∫
+∞

0

𝑢𝑑𝑢
1 + 𝑢3

= ∫
+∞

0

𝑢 + 1 − 1
(1 + 𝑢)(1 − 𝑢 + 𝑢2)

𝑑𝑢

= ∫
+∞

0

1
1 − 𝑢 + 𝑢2𝑑𝑢 − 𝑓(0)

= [ 2√
3
arctan(2𝑢 − 1√

3
)]

+∞

0
− 𝑓(0)

= 4𝜋
3
√
3
− 𝑓(0)

d’où l’on déduit que 𝑓(0) = 2𝜋
3
√
3 .

Pour tout 𝑥 ∈ ℝ,

∀𝑡 ∈ ℝ+, 0 ≤ 𝑒−𝑡𝑥2

1 + 𝑡3
≤ 1

1 + 𝑡3

donc 𝑓  est définie sur ℝ.

On remarque que 𝑓  est paire, et pour tout 0 ≤ 𝑥 < 𝑦,

𝑒−𝑡𝑥2

1 + 𝑡3
≥ 𝑒−𝑡𝑦2

1 + 𝑡3

et donc 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑦). Ainsi 𝑓  est croissante sur ℝ+ et décroissante sur ℝ−. 

Exercice 10  ★★★

On pose pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ2
+, 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡

1+𝑡𝑥 .

1) Soit 𝑥 ∈ ℝ+. La fonction 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux et 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑜( 1
𝑡2 ) quand 𝑡 tend

vers +∞, donc 𝐹(𝑥) existe.

2) Pour tout 𝑡 ∈ ℝ+, la fonction 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶∞ et pour tout 𝑥 ≥ 0,

𝜕𝑛𝑓
𝜕𝑥𝑛 𝑓(𝑥, 𝑡) =

(−1)𝑛𝑛!
(1 + 𝑡𝑥)𝑛+1 𝑡

𝑛𝑒−𝑡.

On en déduit que pour tout 𝑥 ≥ 0, les fonctions 𝑡 ↦ 𝜕𝑛𝑓
𝜕𝑥𝑛𝑓(𝑥, 𝑡) sont continues par morceaux.

De plus, pour tout 𝑛 ∈ ℕ,

∀(𝑥, 𝑡) ∈ ℝ2
+, |

𝜕𝑛𝑓
𝜕𝑥𝑛 𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑛!𝑡𝑛𝑒−𝑡.
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Comme 𝑡 ↦ 𝑡𝑛𝑒−𝑡 est continue par morceaux et intégrable sur ℝ+, on peut affirmer que 𝐹  est de
classe 𝐶∞ et

∀𝑛 ∈ ℕ,∀𝑥 ≥ 0, 𝐹 (𝑛)(𝑥) = (−1)𝑛𝑛!∫
+∞

0

𝑡𝑛𝑒−𝑡

(1 + 𝑡𝑥)𝑛+1 𝑑𝑡.

1) De la formule précédente, on déduit 𝐹 (𝑛)(0) = (−1)𝑛(𝑛!)2.

Exercice 11  ★★★

1) Soit 𝑥 ∈ ℝ+. La fonction 𝑡 ↦ 1
1+𝑥3+𝑡3  est continue sur [0,+∞[ et 1

1+𝑥3+𝑡3 ∼𝑡→+∞
1
𝑡3  donc cette

fonction est intégrable. Ainsi 𝑓  est bien définie sur ℝ+.

2) Comme 𝑢 ↦ 1
𝑢  est un 𝐶1-difféomorphisme entre ℝ∗

+ et ℝ∗
+, on peut réaliser le changement de

variables 𝑡 = 1
𝑢  et on obtient 𝑓(0) = ∫+∞

0
𝑑𝑡

1+𝑡3 = ∫+∞
0

𝑢𝑑𝑢
1+𝑢3  et donc 𝑓(0) + 𝑓(0) =

∫+∞
0

𝑑𝑡
𝑡2−𝑡+1 = 4𝜋

3
√
3 .

Par suite 𝑓(0) = 2𝜋
3
√
3 .

3) Pour tout 𝑥 ≥ 0, 𝑡 ↦ 1
1+𝑥3+𝑡3  est continue par morceaux et intégrable sur ℝ+, et pour tout 𝑡 ∈

ℝ+, 𝑥 ↦ 1
1+𝑡3+𝑥3  est continue sur ℝ+, et pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ2

+, | 1
1+𝑥3+𝑡3 | ≤

1
1+𝑡3 . Comme 𝑡 ↦

1
1+𝑡3  est intégrable sur ℝ+, la fonction 𝑓  est continue sur ℝ+.

Soit (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
+ avec 𝑥 < 𝑦. Pour tout 𝑡 ∈ ℝ+, 1

1+𝑥3+𝑡3 ≥ 1
1+𝑦3+𝑡3 , donc par croissance de

l’intégrale, 𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥). Donc 𝑓  est décroissante.

4) Pour tout 𝑥 ≥ 0,

0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ∫
+∞

0

𝑑𝑡
𝑥3 + 𝑡3

= 1
𝑥2 ∫

+∞

0

𝑑𝑢
1 + 𝑢3

la dernière égalité venant du changement de variables affine 𝑡 = 𝑥𝑢. On en déduit par le
théorème d’encadrements que lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 0.

Exercice 12  ★★★

On pose, pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ∗
+ × [0, 𝜋2 ], 𝑔(𝑥, 𝑡) =

cos(𝑡)
𝑡+𝑥 .

1) Pour tout 𝑥 ∈ ℝ+
∗ , la fonction 𝑡 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est continue sur [0, 𝜋2 ], donc intégrable sur ce

segment, donc 𝑓(𝑥) existe. De plus, pour tout 𝑡 ∈ [0, 𝜋2 ], 𝑥 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est continue et pour tout
segment [𝑎, 𝑏] inclus dans ℝ∗

+,

∀(𝑥, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] × [0, 𝜋
2
], |𝑔(𝑥, 𝑡)| ≤ 1

𝑡 + 𝑎
.

Comme 𝑡 ↦ 1
𝑡+𝑎  est continue sur le segment [0, 𝜋2 ], elle est intégrable sur ce segment. D’après le

théorème de continuité sous le signe intégral, la fonction 𝑓  est continue sur tout segment de ℝ∗
+,

donc continue sur ℝ∗
+.

2) Soit (𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ∗
+)

2 avec 𝑥 ≤ 𝑦, alors pour tout 𝑡 ∈ [0, 𝜋2 ], 𝑔(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑔(𝑦, 𝑡), et donc 𝑓  est
décroissante.

3) L’encadrement 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ∫
𝜋
2
0

1
𝑥+𝑡𝑑𝑡 = ln(𝑥+𝜋

2
𝑥 ), valable pour tout 𝑥 > 0, permet de prouver

que lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0. De plus, pour tout 𝑥 > 0, 𝑓(𝑥) ≥ ∫
𝜋
4
0

cos(𝑡)
𝑡+𝑥 𝑑𝑡 ≥

√
2
2 ∫

𝜋
4
0

𝑑𝑡
𝑡+𝑥 =

√
2
2 ln(𝑥+𝜋

4
𝑥 )

et donc lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = +∞.

4) Pour tout 𝑥 > 0, 1
𝑥+𝜋

2
∫

𝜋
2
0
cos(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1

𝑥 ∫
𝜋
2
0
cos(𝑡)𝑑𝑡 et donc 𝑓(𝑥) ∼𝑥→+∞

1
𝑥

.
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En utilisant l’encadrement 1 − 1
2𝑡

2 ≤ cos(𝑡) ≤ 1 (inégalité de Taylor-Lagrange), on obtient
l’encadrement pour 𝑥 > 0,

∫
𝜋
2

0

𝑑𝑡
𝑡 + 𝑥

− 1
2
∫

𝜋
2

0

𝑡2

𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ∫

𝜋
2

0

𝑑𝑡
𝑡 + 𝑥

.

Or ∫
𝜋
2
0

𝑑𝑡
𝑡+𝑥 ∼

0
− ln(𝑥) et ∫

𝜋
2
0

𝑡2
𝑡+𝑥𝑑𝑡 = 𝑂𝑥→0(1) donc 𝑓(𝑥) ∼

𝑥→0
− ln(𝑥).

Exercice 13  ★★★

1) Soit 𝑥 > −1. La fonction 𝑡 ↦ sin𝑥(𝑡) est continue sur ]0, 𝜋2 ] et sin𝑥(𝑡) ∼
𝑡→0

𝑡𝑥. Comme 𝑥 > −1,
𝑡 ↦ 𝑡𝑥 est intégrable sur ]0, 𝜋2 ], et par comparaison de fonctions positives, 𝑡 ↦ sin𝑥(𝑡) est
intégrable sur ]0, 𝜋2 ] et donc 𝑓(𝑥) existe et est positif.

2) On note 𝑔(𝑥, 𝑡) = (sin 𝑡)𝑥 pour tout 𝑡 ∈]0, 𝜋2 ] et tout 𝑥 > −1.
• Pour tout 𝑡 ∈]0, 𝜋2 ], 𝑥 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶1 sur ] − 1,+∞[,
• pour tout 𝑥 > −1, 𝑡 ↦ 𝑔(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 𝜋2 ],
• pour tout 𝑥 > −1, pour tout 𝑡 ∈]0, 𝜋2 ], 

𝜕𝑔
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡) = ln(sin(𝑡))(sin 𝑡)𝑥, donc 𝑡 ↦ 𝜕𝑔

𝜕𝑥(𝑥, 𝑡) est
continue par morceaux sur ]0, 𝜋2 ]

• Soit [𝑎, 𝑏] un segment inclus dans ] − 1,+∞[,

∀(𝑥, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] ×]0, 𝜋
2
], |𝑔(𝑥, 𝑡)| ≤ | ln(sin 𝑡)(sin 𝑡)𝑎|.

On pose 𝜑 : 𝑡 ↦ | ln(sin 𝑡)(sin 𝑡)𝑎|. La fonction 𝜑 est continue par morceaux, et intégrable sur
]0, 𝜋2 ] car 𝜑(𝑡) = 𝑜 − (𝑡 → 0)( 1

𝑡𝛼 ) avec 𝛼 = 1−𝑎
2 < 1.

Ainsi 𝑓  est de classe 𝐶1 sur tout segment de ] − 1,+∞[ donc 𝑓  est de classe 𝐶1 sur ] − 1,+∞[
et ∀𝑥 > −1, 𝑓 ′(𝑥) = ∫

𝜋
2
0
ln(sin 𝑡)(sin 𝑡)𝑥𝑑𝑡. Comme pour tout 𝑡 ∈]0, 𝜋2 ], ln(sin 𝑡) ≤ 0, 𝑓 ′(𝑥) ≤ 0

et donc 𝑓  est décroissante.

3) Une intégration par parties donne pour tout 𝑥 > −1,

𝑓(𝑥 + 2) = ∫
𝜋
2

0
(sin 𝑡)𝑥(1 − cos2 𝑡)𝑑𝑡

= 𝑓(𝑥) − [(sin 𝑡)𝑥+1

𝑥 + 1
cos 𝑡]

𝜋
2

0

− 1
𝑥 + 1

𝑓(𝑥 + 2)

et donc 𝑓(𝑥 + 2) = 𝑥+1
𝑥+2𝑓(𝑥).

4) Soit 𝑥 > 0. 𝜑(𝑥 + 1) = (𝑥 + 1)𝑓(𝑥 + 1)𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1) × 𝑥+2
𝑥+1𝑓(𝑥 − 1)𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥). On en

déduit par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝜑(𝑛) = 𝜑(1) = 𝑓(0)𝑓(1) = 𝜋
2 .

5) On remarque que lim𝑥→0 𝜑(𝑥) = lim𝑥→0 𝜑(𝑥 + 1) = 𝜑(1) car 𝜑 est continue en 1. Comme 𝑓  est
continue en 0, lim𝑥→0 𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 𝜋

2 . D’où pour tout 𝑥 > −1, 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥+1)
(𝑥+1)𝑓(𝑥+1) ∼

𝑥→−1
1

𝑥+1 .

Exercice 14  ★★★

1) Pour 𝑥 ∈ ℝ et 𝑡 ≥ 0, on pose 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡2 ch(2𝑥𝑡).
• Pour tout 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶1 sur ℝ et

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡) = 2𝑡𝑒−𝑡2 sh(2𝑥𝑡).

• On en déduit que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑡 ↦ 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur ℝ+.
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• Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur ℝ+ et négligeable devant 1
𝑡2  en

+∞ donc intégrable.
• Pour tout 𝑎 ∈ ℝ+,

∀𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎], ∀𝑡 ≥ 0, |2𝑡𝑒−𝑡2 sh(2𝑥𝑡)| ≤ 2𝑎 sh(2𝑎𝑡)𝑒−𝑡2 .

Comme 𝑡 ↦ 2𝑎 sh(2𝑎𝑡)𝑒−𝑡2  est intégrable sur ℝ+, d’après le théorème de dérivation sous le
symbole intégral, 𝐹  est de classe 𝐶1 sur tout segment [−𝑎, 𝑎] inclus dans ℝ, donc sur ℝ et

∀𝑥 ∈ ℝ,𝐹 ′(𝑥) = ∫
+∞

0
2𝑡𝑒−𝑡2 sh(2𝑥𝑡)𝑑𝑡.

Une intégration par parties donne alors, pour tout 𝑥 ∈ ℝ,

𝐹 ′(𝑥) = [−𝑒−𝑡2 sh(2𝑥𝑡)]
+∞

0
+ 2𝑥∫

+∞

0
𝑒−𝑡2 ch(2𝑥𝑡)

et donc 𝐹  est solution de l’équation différentielle 𝑦′ − 2𝑥𝑦 = 0. On en déduit que pour tout 𝑥 ∈
ℝ, 𝐹(𝑥) =

√
𝜋
2 𝑒𝑥2 .

2) Pour tout 𝑥 ∈ ℝ et 𝑡 ≥ 0,

𝑓(𝑥, 𝑡) = ∑
+∞

𝑛=0

22𝑛

(2𝑛)!
(𝑥𝑡)2𝑛𝑒−𝑡2 .

On fixe 𝑥 ∈ ℝ. On pose pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛(𝑡) = 22𝑛

(2𝑛)!(𝑥𝑡)
2𝑛𝑒−𝑡2 .

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, la fonction 𝑢𝑛 est continue par morceaux sur ℝ+ et intégrable sur ℝ+. La série
de fonctions ∑𝑢𝑛 converge simplement vers 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) qui est elle-même continue par
morceaux.

Soit 𝑛 ∈ ℕ.

∫
+∞

0
|𝑢𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡 =

22𝑛 |𝑥|2𝑛

(2𝑛)!
∫

+∞

0
𝑡2𝑛𝑒−𝑡2𝑑𝑡.

On pose 𝐼𝑛 = ∫+∞
0

𝑡2𝑛𝑒−𝑡2𝑑𝑡. Une intégration par parties donne 𝐼𝑛+1 = 2𝑛+1
2 𝐼𝑛. On en déduit

par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛 = (2𝑛)!
22𝑛𝑛! ×

√
𝜋
2  et donc

∫
+∞

0
|𝑢𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡 =

|𝑥|2𝑛

𝑛!
×

√
𝜋
2

.

Ainsi la série ∑∫|𝑢𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡 converge. D’après le théorème d’intégration terme à terme,

𝐹(𝑥) = ∑
+∞

𝑛=0
∫

+∞

0
𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =

√
𝜋
2

∑
+∞

𝑛=0

𝑥2𝑛

𝑛!
=

√
𝜋
2

𝑒𝑥2 .

Exercice 15  ★★★

Comme 𝑓  est dérivable en 0 et 𝑓(0) = 0, lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)
𝑥

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥 − 0

= 𝑓 ′(0).

On prolonge 𝑔 par continuité en posant 𝑔(0) = 0.

D’après le théorème fondamental de l’analyse,

∀𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑓(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑓 ′(𝑢)𝑑𝑢 = 𝑥∫

1

0
𝑓 ′(𝑡𝑥)𝑑𝑡
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la dernière égalité s’obtenant par le changement de variables affines 𝑢 = 𝑡𝑥.

On en déduit que pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑔(𝑥) = ∫1
0
𝑓 ′(𝑡𝑥)𝑑𝑡.

De plus, ∫1
0
𝑓 ′(0 × 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓 ′(0) = 𝑔(0). Donc

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔(𝑥) = ∫
1

0
𝑓 ′(𝑥𝑡)𝑑𝑡.

On pose pour tout 𝑥 ∈ ℝ et 𝑡 ∈ [0, 1], ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑓 ′(𝑥𝑡).

• Pour tout 𝑡 ∈ [0, 1], la fonction 𝑥 ↦ ℎ(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶𝑛 sur ℝ et

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜕
𝑛ℎ

𝜕𝑥𝑛 (𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑛𝑓 (𝑛+1)(𝑥𝑡).

• Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 ↦ 𝜕𝑛ℎ
𝜕𝑥𝑛 (𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur [0, 1].

• Soit 𝑎 ∈ ℝ. Comme 𝑓 (𝑛+1) est continue sur [−𝑎, 𝑎], elle y est bornée. D’où

∀𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎], ∀𝑡 ∈ [0, 1], |𝑡𝑛𝑓 (𝑛+1)(𝑥𝑡)| ≤ 1 × sup
[−𝑎,𝑎]

𝑓.

Les fonctions constantes sont intégrables sur tout segment.

On en déduit que 𝑔 est de classe 𝐶𝑛 sur ℝ pour tout 𝑛 ∈ ℕ et

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑔(𝑛)(0) = ∫
1

0
𝑡𝑛𝑓 (𝑛+1)(0)𝑑𝑡 = 𝑓 (𝑛+1)(0)

𝑛 + 1
.

Exercice 16  ★★★

1) Soit 𝑡 ≠ 0. Si |𝑡| ≥ 1, alors | sin(𝑡)𝑡 | ≤ | sin(𝑡)| ≤ 1. On étudie ℎ : 𝑡 ↦ sin(𝑡)
𝑡  sur ]0, 1]. Cette

fonction est dérivable deux fois et pour tout 𝑡 ∈]0, 1], ℎ′(𝑡) = 1
𝑡2 (𝑡 cos(𝑡) − sin(𝑡)) et

𝑑
𝑑𝑡(𝑡 cos(𝑡) − sin(𝑡)) = −𝑡 sin(𝑡) d’où le tableau de variations suivant :

On en déduit que la fonction |ℎ| est majorée par 1.

2) On pose pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ (]0,+∞[)2, 𝑓(𝑥, 𝑡) = ℎ(𝑡)𝑒−𝑥𝑡. Pour tous 𝑥 et 𝑡 strictement positifs,
|𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑥𝑡 et donc l’intégrale ∫+∞

0
|𝑓(𝑥, 𝑡)| 𝑑𝑡 converge et ∫+∞

0
|𝑓(𝑥, 𝑡)| 𝑑𝑡 ≤

∫+∞
0

𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡 = 1
𝑥 .

3) Il s’agit d’une intégration par parties.

4) Soit 𝑎 > 0. On pose 𝑋 = [𝑎,+∞[ et 𝑇 = ℝ+
∗ .

• Pour tout 𝑡 ∈ 𝑇 , la fonction 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est de classe 𝐶1 sur 𝑋 (car 𝑥 ↦ 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡) =

− sin(𝑡)𝑒−𝑥𝑡 est continue sur 𝑋)
• pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, la fonction 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur 𝑇 , et intégrable sur 𝑇

d’après la question 2.
• pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, la fonction 𝑡 ↦ 𝜕𝑓

𝜕𝑥(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur 𝑇 ,
• pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑋 × 𝑇 , |𝜕𝑓𝜕𝑥(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒−𝑎𝑡 et ∫

𝑇
𝑒−𝑎𝑡𝑑𝑡 converge.
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On en déduit que 𝑔 est de classe 𝐶1 sur tout intervalle de la forme [𝑎,+∞[ avec 𝑎 > 0, et donc 𝑔
est de classe 𝐶1 sur ℝ∗

+. De plus, pour tout 𝑥 > 0, 𝑔′(𝑥) = −∫+∞
0

sin(𝑡)𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡 = −1
1+𝑥2 .

5) On en déduit que 𝑔 est une primitive de 𝑥 ↦ −1
1+𝑥2  sur l’intervalle ℝ∗

+, et donc il existe une
constante 𝐾 telle que pour tout 𝑥 > 0, 𝑔(𝑥) = − Arctan(𝑥) + 𝐾 . De plus, pour 𝑥 > 0, |𝑔(𝑥)| ≤
∫+∞
0

|𝑓(𝑥, 𝑡)| 𝑑𝑡 ≤ 1
𝑥  donc 𝑔 a une limite nulle en +∞. Comme lim

𝑥→+∞
Arctan(𝑥) = 𝜋

2
, on peut

conclure : 𝑔(𝑥) = 𝜋
2 −Arctan(𝑥) = Arctan ( 1

𝑥) pour tout 𝑥 > 0.

6) Soit 𝑥 ∈ ℝ+. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑢𝑛(𝑥) ≤ ∫(𝑛+1)𝜋
𝑛𝜋

1
𝑛𝜋𝑑𝑡 ≤

1
𝑛 . Le changement de variables 𝜃 =

𝑡 − 𝜋 donne 𝑢𝑛+1(𝑥) = ∫(𝑛+1)𝜋
𝑛𝜋

| sin(𝜃) |
𝜃+𝜋𝑒

−𝑥(𝜃+𝜋)𝑑𝜃 ≤ 𝑢𝑛(𝑥).

D’après le théorème des séries alternées, la série ∑(−1)𝑛𝑢𝑛(𝑥) converge et son reste 𝑅𝑛(𝑥)
vérifie

|𝑅𝑛(𝑥)| ≤ |𝑢𝑛+1(𝑥)| ≤
1

𝑛 + 1
.

On en déduit que la suite de fonctions (𝑅𝑛) converge uniformément vers 0, et donc que la série
de fonctions ∑(−1)𝑛𝑢𝑛(𝑥) converge uniformément sur ℝ+.

7) Soient 𝑋 = ℝ+ et 𝑇 = [𝑛𝜋, (𝑛 + 1)𝜋].
• Pour tout 𝑡 ∈ 𝑇 , la fonction 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue sur 𝑋,
• pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, la fonction 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑡) est continue par morceaux sur 𝑇 ,
• pour tout (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑋 × 𝑇 , |𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 1 et l’intégrale ∫

𝑇
1𝑑𝑡 converge car 𝑇  est un segment.

On en déduit que 𝑢𝑛 est continue sur ℝ+.

8) Pour tout 𝑥 ≥ 0, 𝑔(𝑥) = ∑
+∞

𝑛=0
(−1)𝑛𝑢𝑛(𝑥). La fonction 𝑔 est continue sur ℝ+ puisqu’il s’agit

d’une limite uniforme d’une suite de fonctions continues. En particulier 𝑔 est continue en 0 et
donc ∫+∞

0
sin(𝑥)

𝑥 𝑑𝑥 = 𝑔(0) = 𝜋
2 .

Exercice 17  ★★★

1) Une intégration par parties permet de conclure.

2) Soit 𝜀 > 0. Comme 𝜑 est intégrable sur ℝ+, il existe un réel 𝐴 tel que

∫
+∞

𝐴
|𝜑(𝑡)|𝑑𝑡 ≤ 𝜀.

Soit 𝜂 > 0 tel que pour tout 𝑥 ≥ 𝜂, |∫𝐴
0

𝜑(𝑡) cos(𝑥𝑡)𝑑𝑡| ≤ 𝜀.

D’où pour tout 𝑥 ≥ 𝜂,

|∫
+∞

0
𝜑(𝑡) cos(𝑥𝑡)𝑑𝑡| ≤ |∫

𝐴

0
𝜑(𝑡) cos(𝑥𝑡)𝑑𝑡| + |∫

+∞

𝐴
𝜑(𝑡) cos(𝑥𝑡)𝑑𝑡|

≤ 𝜀 +∫
+∞

𝐴
|𝜑(𝑡)|𝑑𝑡

≤ 2𝜀.

On en déduit que lim𝑥→+∞ ∫+∞
0

𝜑(𝑡) cos(𝑥𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Exercice 18  ★★★★

On pose 𝑓 = ln ∘ Γ. On sait que 𝑓  est de classe 𝐶2 et pour tout 𝑥 > 0, 𝑓″(𝑥) = Γ″(𝑥)Γ(𝑥)−Γ′(𝑥)2
Γ(𝑥)2 .
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D’après le théorème de dérivation sous le signe intégral,

∀𝑥 > 0, Γ′(𝑥) = ∫
+∞

0
ln(𝑡)𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 et Γ″(𝑥) = ∫

+∞

0
(ln 𝑡)2𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour 𝑥 > 0,

Γ″(𝑥)Γ(𝑥) ≥ (∫
+∞

0

√
𝑡𝑥−1𝑒−𝑡 ×√(ln 𝑡)2𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡)

2

≥ (∫
+∞

0
(ln 𝑡)𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡)

2

≥ Γ′(𝑥)2.

On en déduit que pour tout 𝑥 > 0, 𝑓″(𝑥) ≥ 0 et donc 𝑓  est convexe. 


