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Intégrales a parametre

r—[ Exercice 1 xx }

On pose pour tout (z,t) € R} x]0,1], g(z,t) = %

z—1
1) goi i i — ~
Soit > 0. La fonction ¢ - g(z, t) est continue par morceaux sur |0, 1]. De plus, T3¢ a0+

est intégrable sur |0, 1], et donc par

tr1 = pra Comme 1 — z < 1, la fonction ¢t t1 _

comparaison de fonctions positives, f(x) existe.

2) « Pourtoutz > 0,t > g(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0,1] ;
« pour tout ¢t €]0, 1], x = g(z,t) est continue sur R*.
« Soit a < b deux réels strictement positifs. Pour tout (z,t) € [a, b] x]0,1],

a—1

< go 1,

t) <

Comme ¢t - t%~1 est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1], la fonction f est continue
sur tout segment de R, donc f est continue sur R}

3) Soit z > 0.

121 T 1
t 4+t
f(@) + flz+1) /O 151 /0

1
4 . _ ~ =
) Par continuité, glclgtl) f(z+1)= f(1) donc f(x) 0

\

r—[ Exercice 2 *x }

1) Soit z > 0. La fonction ¢ 1+t2
intégrable sur [1, +oo]. Par suite, la fonction f est bien définie sur R? .

est continue sur R et positive. De plus r t2 = o(%) donc est

tx

On pose pour tout (z,t) € R} xR, g(z,1) = {5

Pour tout ¢ € R*, la fonction x + g(z, t) est de classe C? sur R et

dg t 0%g t2
V>0, =(z,t) = — e*t””et— )= ——e '@
On en déduit que pour tout z > 0, la fonction t = 52 (:L' t) est continue par morceaux sur R* et
intégrable sur RT, et ¢ W(w t) est continue par morceaux.

Soit [a, b] un segment inclus dans R? .

V(z,t) € [a,b] x RT |—(:E t)| < e,

at

Comme ¢ - e~ est continue par morceaux et intégrable sur R™, la fonction f est de classe C*?

sur tout segment de R* , donc de classe C? sur R .

2) L’encadrement 0 < f oo T ::; dt < f0+°° e tedt = % valable pour tout z > 0 permet d’obtenir

hmxﬁ+oo f(iIJ) = g

\.

r—[ Exercice 3 xx }

1) On pose pour tout (z,t) € R x R%, f(x,t) = We_t.
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« Pour tout x € R, t — f(x,t) est continue par morceaux sur R* , prolongeable par continuité

. in(zt) _ - . —t
en 0 puisque sin(@h) ot 2 donc intégrable sur |0, 1], majorée en valeur absolue par <—,
t t—0 i

donc intégrable sur [1, +00[ ,
. pour toutt > 0, z > f(x,t) est de classe C! sur R et
of

Vz € R, g(m,t) = cos(xt)et.

« Pour tout z € R, t - cos(xt)e " est continue par morceaux.
Pour tout (z,t) € R x R%, %(x, t) < e tettts et estintégrable sur R

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral, F est de classe C'* sur R.

2) D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégral,

+o0
Vz € R, F'(z) = / cos(xt)e tdt
0
+o0 )
_ / Re(et(zx—l))
0

1
~R
6(1—2'95)

_ 1
1422

3) Ainsi, F' est une primitive de = Tlaﬂ Comme F'(0) =0, F = Arctan.

\

r—[ Exercice 4 xx }

- efact_efyt

1) Soit y > 0. On pose pour tout z > O ett > 0, f(z,t) n
« Pour tout > 0,t = f(z,t) est continue sur R, est prolongeable par continuité en 0 car
lim, o f(,t) = = + y donc intégrable sur |0, 1], et f(z,t) = o(75) donc intégrable sur
[1, +oo.
« Pour tout ¢ > 0, z = f(z,t) est de classe C' sur RY et

af — —xt
Vz > 0, %(a:,t) = —e 7

« Pour tout z > 0, t > —e ** est continue par morceaux sur RY .
9 (z,1)] < et
xr

« Pour tout segment [a, b] C R*,

Comme t - e~ est intégrable sur R*, le théoréme de dérivation sous le signe intégral permet
d’affirmer que z + F(z,y) est de classe C* sur R*.

2) D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral,

oF 1

+o0
V(z,y) € (Ri)Q,a—x(ﬂc,y) = —/ et = ——.
0

3) D’apres le calcul précédent,

vy >0,3C, € R,Vz >0, F(z,y) = —In(x) + C,,.
Soity > 0.Onaalors 0 = F(y,y) = —In(y) + C,.
Donc pour tout (z,y) € (R%)?, F(z,y) = In(y) — In().

\

[—[ Exercice 5 xx }
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1) F(0) = fol 1?_’;2 = 7. Pour tout réel z, 0 < F(x) < fol e’ dt = e=** donc par encadrement

lim F(z)=0.

T—+00

2) Soita > 0, X = [—a,a], T = [0,1] et f la fonction définie sur X x T par f(z,t) =
« Pourtoutt € T, x > f(z,t) est de classe C! sur X
« pour tout x € X, t > f(x,t) est continue par morceaux et dominée par la constante 1 donc
intégrable sur T,

712(1+t2)

1+t2

« pourtoutz € X,t 8f (m t) est continue par morceaux sur 7,

« pour tout (z,t) (:c t)’ < 2a et f 2adt converge.

Donc F est de classe C! sur tout segment [—a, a], donc F est de classe C! sur R et
! 2 2 2 ! 2,2
Yz e R, F'(z) = / pe- T4 gy — _gge- / e gt
0 0

3) G est une primitive de la fonction continue ¢ - e~** donc G est dérivable sur R et pour tout
zeR, (G?) (z) =2G(z)G' (x) = 2 f e ¥ dt. Le changement de variables ¢ = uz pour
x # 0 dans l'intégrale donne alors (GZ) (x ) = —F’(z) pour = # 0. Cette égalité est encore
vraie pour z = 0 puisque dans ce cas, les deux membres de cette égalité sont nuls.

4) G(0) = 0. L’intégrale f;oo et dt est impropre en 400 ; elle converge car pour toutt > 1,0 <

e’ <etet f1+oo e tdt converge. Donc G a une limite finie en +o0.

5) La fonction F' + G? est constante (car de dérivée nulle sur 'intervalle R), donc pour tout z € R,
F(z) + G(z)* = F(0) + G(0)®> = Z. En passant a la limite quand z tend vers +oo0,

+oo 42 -
fo e Vdt =./%.

\

~\

r—[ Exercice 6 *x

J

+°°e

1) Comme &~ = 0( ) lintégrale f ¢—dt existe, et donc F' est définie sur R}

2) On remarque que pour tout > 0,

+oo _—t x —t
F(ac):/ e—dt—/ € _at.
1 t 1 t

Or, d’apres le théoréme fondamental de I’analyse, la fonction z - [ 11 eT_tdt est 'unique

primitive de z % qui s’annule en 1, d’ot1 I'on déduit que F est de classe C! et pour tout z >

x

0, F'(z) = -
3) Pour tout z > 0,

+o0o
0<zF(x)< / e tdt =e =

T

et donc par encadrement, lim,_,,  F(z) = 0.

1 _—t 1
dt
/ ert < e‘“”/ 5 = —e " In(z)

Pour tout z €]0, 1],

donc

—t

+o0 e
0<zF(z)< m/ Tdt —zln(z)e ™
1

et donc lim, oz F(x) = 0.
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4) Pour tout a, A réels strictement positifs,

/a ? Ple)dz = [wF ()4 1 / R

, en faisant tendre a vers 0 et A vers +00, on obtient f0+°° F(z)dx = 1.

\

r—[ Exercice 7 xx }

On pose pour tout (z,¢) € (RT)?,

e—t

14t

flz,t) =
Pour tout z > 0, la fonction ¢ - f(z,t) est continue par morceaux, et
Vi>0,[f(z,t)| < e

donc F est définie sur RT.

Soit ¢t > 0. La fonction z = f(x,t) est de classe C™ d’apres les théorémes généraux, et

onf
Vo >
w_O,axn

(—=1)"n!

n ,—t

(CL',t) =

On en déduit que pour tout (z,t) € (R+)2,

o

5 (z, t)‘ < nlt"et.

On en déduit que F est de classe C™ sur R™, et

F")(0) = /+OO (—=1)"nltme tdt = (—1)"(n!).
0

\

r—[ Exercice 8 xx }

—xt

On pose pour toutz > Oett > 0, f(z,t) = {5

Soit z > 0. La fonction ¢ f;_—a; est continue par morceaux.
Soit t > 0. La fonction = + f(z,t) est de classe C? sur R?, et pour tout x > 0,

of B t . O*f 2
a(x,t) = 1-|-—t26 et @(.’L‘,t) = 1_1_—_[:26

—xt

Pour touta > 0,z > a et toutt > 0,

|f(@,t)] < e
o) —
la_ic(m7t>‘ < e at
o2 f

W(ﬂ%t)‘ <e ot

donc F est de classe C? sur |a, +oo[ pour tout réel strictement positif a, donc F est de classe C? sur
RY et
+

SH N

+00 e—ot ]t
Ve >0,F"(z)+ F(x) = / e %tdt = [— ] =
0 o
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7

Enfin, pour tout x > 0,
+o0
0< F(z) < / e Ttdt =
0

donc lim,_,, . F(z) = 0.

\

r—( Exercice 9 xx }

La fonction ¢ H% est intégrable sur Rt donc f(0) existe.

+o00

0 1+u3

oo u+1—1
(I+u)(1—u+u?)

du

/0
/O+OO 1—u+u2du_f(0)

_ [% arctan (%) ] :OO — £(0)

d’ou I'on déduit que f(0) = 2.
Pour tout z € R,

—ta? 1

e
Vit e R, 0< <
T 143 T 1443

donc f est définie sur R.

On remarque que f est paire, et pour tout 0 < z < y,

42 402
etz: ety

>
1483~ 1413

et donc f(z) > f(y). Ainsi f est croissante sur Rt et décroissante sur R™.

\.

r—[ Exercice 10 x %% }

—t

On pose pour tout (z,t) € R}, f(z,t) = &

1) Soit z € RT. La fonction ¢ - f(x,t) est continue par morceaux et f(x,t) = o(;3) quand ¢ tend
vers +00, donc F'(x) existe.

2) Pour tout t € R*, la fonction z = f(z,t) est de classe C™ et pour tout x > 0,

o f (—=1)"n!
oxm (1 + tz)ntt

n,—t

f(wvt) =

On en déduit que pour tout > 0, les fonctions ¢ (%n L (z,t) sont continues par morceaux.

De plus, pour tout n € N,

o f

z,t)| < nlthet.
f(z,t)] <
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7

Comme t -+ t"e ™" est continue par morceaux et intégrable sur R*, on peut affirmer que F est de
classe C*° et

tret

+o0o
v Yz >0, F"(z) = (—1)"n! _c
ne Nv T = 07 (:L‘) ( ) n /0 (1 —|—tl‘)n+1

1) De la formule précédente, on déduit F(™(0) = (—1)"(n!)2.

\

f—[ Exercice 11 *xxx% }

L L donc cette

1) Soit z € R, . La fonction ¢ = W est continue sur [0, +0o[ et 3733 Yo T

fonction est intégrable. Ainsi f est bien définie sur R, .

2) Comme u % est un C*-difféomorphisme entre R* et R*, on peut réaliser le changement de

variables ¢ = L et on obtient f(0) = f0+°° 11’;3 = f0+°° ff;‘?, et donc f(0) + f(0) =
[ree dt _ 4n

0o 2+l V'
Par suite f(0) =

3f

3) Pour tout z > 0, 5 est continue par morceaux et intégrable sur R ¢ et pour tout t €

1+z 3+t

R, zH W est continue sur R, et pour tout (z,t) € Ri, m| < 1+t3 Comme t
T J:ts est intégrable sur R, la fonction f est continue sur R, .
Soit (z,y) € ]R%r avec z < y. Pour toutt € R, 1+$§+t3 > 1+yé+t3, donc par croissance de

I'intégrale, f(y) > f(z). Donc f est décroissante.

4) Pour tout z > 0,

too dt 1 [T du
0< < = _
_f(m)_/o 34+ z2 0 14w

la derniere égalité venant du changement de variables affine t = zu. On en déduit par le
théoréeme d’encadrements que lim f(z) = 0.
T—+00

\

r—[ Exercice 12 *xxx% }

On pose, pour tout (z,t) € R% x [0,3], g(x,t) = Cfi(i).

1) Pour tout z € R, la fonction ¢t + g(z,t) est continue sur [0, %] donc intégrable sur ce
segment, donc f(z) existe. De plus, pour tout ¢ € [0, 5], = g(x,t) est continue et pour tout
segment [a, b] inclus dans RY,

1
t+a

Y(z,) € [a.8] x [0, 2], lg(a, )] <

Comme ¢ — Hia est continue sur le segment [0, |, elle est intégrable sur ce segment. D’aprés le
théoréme de continuité sous le signe intégral, la fonction f est continue sur tout segment de R* ,
donc continue sur R}

2) Soit (z,y) € (Ri)Z avec z < y, alors pour tout t € [0, 3], g(z,t) > g(y,t), et donc f est

décroissante.

3) L’encadrement 0 < f(z f x—Hdt =In ) valable pour tout z > 0, permet de prouver
que wginoo f(z)=0. De plus, pour tout z > 0 f(z f“ Cf_sm > ‘[f‘* t‘fz = éln(T)
et donc lim f(z) = +o0.

z—07F
1

4) Pour tout z > 0, fog cos(t)dt < f(z) <1 3 cos(t)dt et donc f(x) =

1
z+35 0 T—too T’
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En utilisant ’encadrement 1 — %tz < cos(t) < 1 (inégalité de Taylor-Lagrange), on obtient

I’encadrement pour = > 0,

oAt 1 [ g2 ot
/ __/ dtgf(x)g/ .
o tt+z 2 o ttz o ttz

Orfoiﬁu_tm'ﬁ’_ln( x) et o t+mdt Op_,0(1) donc f(z) rVo_lm( z).

\

f—[ Exercice 13 *xxx% }

1) Soit # > —1. La fonction ¢ - sin®(*) est continue sur ]0, 3let sin®(?) o t*. Comme z > —1,
t > t® est intégrable sur 0, Z], et par comparaison de fonctions positives, ¢ - sin®®) est
intégrable sur ]0, 7] et donc f(x) existe et est positif.

2) Onnote g(x,t) = (sint)” pour tout ¢ €]0, 7] et tout z > —1.

« Pour tout t €]0, 5], - g(z, t) est de classe C' sur | — 1, +o0],

« pour tout z > —1,¢ = g(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, 7],

« pour tout z > —1, pour tout ¢ €]0, 7], gi (z,t) = In(sin(¢))(sint)*, donc t B 52(x,t) est
continue par morceaux sur |0, 7]

« Soit [a, b] un segment inclus dans | — 1, +o0],

V(,1) € [a,5] x]0, 51, 19(e, )] < | In(sin)(sin )]
On pose ¢ : t > |In(sin t)(sin ¢)*|. La fonction <,0 est continue par morceaux, et intégrable sur
10, Z] car p(t) =0 — (t = 0)(5%) aveca = 5% < 1.

Ainsi f est de classe Ct sur tout segment de ] — 1, +00] donc f est de classe C! sur | — 1, +00]
etV > —1, f'(x f In(sint)(sint)®dt. Comme pour tout ¢ €]0, 7], In(sint) < 0, f'(x) <0
et donc f est decr01ssar1te

3) Une intégration par parties donne pour tout > —1,

flz+2)= /2 (sint)®(1 — cos? t)dt

0
= fla) - [<Sf S cos ] - @)
0
et donc f(z +2) = i—:[; (z).
4) Soitz > 0. p(z +1) = (z+1)f(z + 1) f(z) = (x 4+ 1) x Z= f(x —1)f(z) = ¢(z). Onen
déduit par récurrence que pour tout n € N*, p(n) = ¢(1) = f(0)f(1) = 3.

5) On remarque que lim__,, p(z) = lim,_,, p(z + 1) = ¢(1) car @ est continue en 1. Comme f est

continue en 0, lim, 4 f(z) = f(0) = 5. D’ou pour tout x > —1, f(z) = (wfl()m% o a;+r1

\

f—[ Exercice 14 x%% }

1) Pourz € Rett >0, on pose f(x,t) = e %" ch(2axt).
« Pour toutt > 0, z > f(x,t) est de classe C' sur R et

Vz € R, g(x,t) = 2te™"" sh(2axt).

+ On en déduit que pour tout z € R, ¢ = f = (x,t) est continue par morceaux sur R, .
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« Pour tout x € R, t = f(z,t) est continue par morceaux sur R, et négligeable devant t% en
+o00 donc intégrable.
« Pour tout a € R,

Vz € [—a,a],Vt > 0, |2te " sh(2xt)| < 2a sh(2at)e .

Comme t — 2a sh(Zat)e_t2 est intégrable sur R, d’aprés le théoréme de dérivation sous le
symbole intégral, F est de classe C'! sur tout segment [—a, a] inclus dans R, donc sur R et

+o0 ,
Ve € R, F'(z) = / 2te™"" sh(2xt)dt.
0
Une intégration par parties donne alors, pour tout x € R,
’ 42 +oo +oo 42
F'(z) = [—e sh(2xt)]0 + 2z e " ch(2zt)

0

et donc F est solution de I’équation différentielle y' — 2zy = 0. On en déduit que pour tout = €
R, F(z) = ev.

2) Pourtoutx € Rett >0,

+o00
2271

fla,t)=>" ) (zt)2ret”,
n=0 :

On fixe z € R. On pose pour tout n € N, u,, ;) = (Z:; (xt)2re .

Pour tout n € N, la fonction u,, est continue par morceaux sur R, et intégrable sur R*. La série
de fonctions Y u,, converge simplement vers t — f(z,t) qui est elle-méme continue par
morceaux.

Soitn € N.

+oo 22n 2n +oo
/ | dt = 22" / 12t dt.
0 (2n)! 0

On pose I,, = f * t2n¢~ dt. Une intégration par parties donne I, ; = 2”2+11n. On en déduit
_ (2n)! f

par récurrence que pour toutn € N, [,, = o555 X et donc
+o00 2n
x ™
| dt = VT
0 n(®) n! 2

Ainsi la série ) [|u,, | dt converge. D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme,

+Zo°/+°° dt \/_Z nl_ e

n=0

\

f—[ Exercice 15 x%% }

f@) . f@) = £(0)

. — 0. lim
Comme f est dérivable en 0 et f(0) = 0, lim == = lim = —

On prolonge g par continuité en posant g(0) = 0.

D’apreés le théoréme fondamental de I’analyse,

Vz e R, f(z) = /z [ (u)du = x/l f'(tz)dt
0 0
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la derniére égalité s’obtenant par le changement de variables affines u = tx.
On en déduit que pour tout x € R*, g f 1 (tz)dt.
De plus, fo f(0Oxt)dt=f'(0)= g(O). Donc

1
Ve e R, g(z) = / f/(xt)dt.
0

On pose pour tout z € Rett € [0,1], h(x,t) = f(xt).

« Pour tout ¢ € [0, 1], 1a fonction = > h(z,t) est de classe C™ sur R et

n

Vr € R, g h( 1) =t f D (xt).

+ Pour tout x € R, pour toutn € N, ¢t » 622 (z,t) est continue par morceaux sur [0, 1].

« Soit @ € R. Comme f("*Y) est continue sur [—a, a], elle y est bornée. D’ot1

Vz € [—a,a),Vt € [0,1], |t f+D (xt)| < 1 x sup f.

[70470/]
Les fonctions constantes sont intégrables sur tout segment.
On en déduit que g est de classe C” sur R pour tout n € N et
1 (n+1)(0)
Ve N.g(0) = [ oo = L0
neN M) = [ = S
r—[ Exercice 16 *xx } N

1) Soitt # 0. Si [t| > 1, alors \Smtﬂ\ < |sin(¢)| < 1. On étudie h : t > (t) sur ]0, 1]. Cette
fonction est dérivable deux fois et pour tout ¢ €]0, 1], h'(t) = % (¢ cos(t) —sin(t)) et
4 (tcos(t) —sin(t)) = —tsin(t) d’ou le tableau de variations suivant :

t 0 1
0

tcost —sint \

1

sin 1

On en déduit que la fonction |h| est majorée par 1.

2) On pose pour tout (z,t) € (|0, -I-OO[) f( t) = h(t)e . Pour tous x et ¢ strictement positifs,
|f(z,t)| < e et donc I'intégrale f | f(x,t)| dt converge et f P f(z, )| dt <

f+°° e "tdt =1
0

3) 1l s’agit d’une intégration par parties.

4) Soit a > 0. On pose X = [a,+oo[ et T = R}.
« Pour tout t € T, la fonction x + f(x,t) est de classe C! sur X (car z gf (x,t) =

—sin(t)e™*

est continue sur X)

« pour tout € X, la fonction ¢t — f(z,t) est continue par morceaux sur 7', et intégrable sur T’
d’apres la question 2.

s pourtoutx € X, la fonctlon t > —f( , ) est continue par morceaux sur 7,

—at —at
8 L, T ot et fTe 2 dt converge.

\_/QJ

« pour tout (z,t)
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\

On en déduit que g est de classe C' sur tout intervalle de la forme [a, —|—oo[ avec a > 0 et donc g

est de classe C! sur R*.. De plus, pour tout z > 0, ¢’ (z) = — f sin(t)e *'dt = 1+$2

5) On en déduit que g est une primitive de x @ sur 'intervalle R* , et donc il existe une

constante K telle que pour tout > 0, g(z) = — Arctan(z) + K. De plus, pour z > 0, |g(z)| <
™

f+oo |f(z,t)| dt < 1 donc g a une limite nulle en +o0c. Comme llI_El Arctan(z) = 5 on peut
Tr——+00

conclure : g(z) = Z — Arctan(z) = Arctan () pour tout z > 0.

6) Soit x € R*. Pour toutn € N, 0 < u,,(z) < f (n+1)m 1 dt < 1 . Le changement de variables 6 =
t — m donne u,,;(z) = f::rl)ﬂ\ sin(6 )e%r (9+7’)d9 < Uy (-

D’apres le théoréme des séries alternées, la série ) | (—1)"u,, () converge et son reste R, ;)
vérifie

1
n+1

On en déduit que la suite de fonctions (R,,) converge uniformément vers 0, et donc que la série
de fonctions Y (—1)™u,, (z) converge uniformément sur R*.

7) Soient X = RT et T = [nm, (n + 1)7].
« Pour tout t € T, la fonction x + f(x,t) est continue sur X,
« pour tout x € X, la fonction ¢  f(z,t) est continue par morceaux sur 7,

« pour tout (z,t) (z,t)| <1 etlintégrale fT 1dt converge car T est un segment.

On en déduit que u,, est continue sur R*.
400

Pour tout x > 0, g(x) = Z (—1)"™u,,(z). La fonction g est continue sur R™ puisqu’il s’agit

8)

d’une limite uniforme d’une suite de fonctions continues. En particulier g est continue en 0 et

donc fo+oo —Sinéz)d:v =g(0) = 3.

~\

f—[ Exercice 17 *xxx% }

1) Une intégration par parties permet de conclure.
2) Soit € > 0. Comme ¢ est intégrable sur R, il existe un réel A tel que

+o0
/ o(t)]dt < e

A

Soit 7 > 0 tel que pour tout z > 7, f(;A o(t) cos(xt)dt‘ <e.

D’ou pour tout x > 1,

+oo
/ (t) cos(xt)dt

A

+o0o
/ o(t) cos(xt)dt| <
0

+o0
<e+ / lo(t)|dt
A
< 2¢

A
/ o(t) cos(xt)dt| +
0

On en déduit que lim,_, f0+°o o(t) cos(xt)dt = 0.

)

Exercice 18 *xxxx J

On pose f = In o I'. On sait que f est de classe C? et pour tout z > 0, f”(z) =

L7 ()0 (x)—I" (x)?
[(z)? )
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D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégral,

+o0 +oo
Ve >0, (z) = / In(t)t* letdt et T”(x) = / (Int)?t=letdt.
0 0

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour x > 0,

+o00

0

> ( /O (lnt)tw_le_tdt>

> T (z)2.

2
I (z)0(z) > ( Vie—le—t x \/(lnt)%w—le—tdt)

2

On en déduit que pour tout > 0, f”(z) > 0 et donc f est convexe.




