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Compacitée

r—[ Exercice 1 x } N

La partie {||z — y||,z € K,y € L} est une partie non vide R minorée par 0, donc le nombre d(K, L)

existe.

La fonction (z,y) € K X L |z — y|| est continue sur le compact K x L, donc admet un minimum.
Onnote k € K etl € L tel que |k — || = mingex |z — y|. Sid(K, L) = 0, alors k =l et donc k €
€L

y
K N L = (), une contradiction. On en déduit que d(K, L) > 0.

\ J

f—[ Exercice 2 *x } <

Soit v une suite de K + L. On pose pour toutn € N, u,, = v,, + w,, avecv,, € K et w,, € L. Comme
K est compact, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (vw(n)) converge dans K. Comme
(w(p(n)) est une suite du compact L, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que w,, ()
converge dans L. Comme (v(pw(n))) est une sous-suite de (vw(n)), elle converge.

Par suite, U,y €st une sous-suite de u qui converge dans K + L.

Donc K + L est compact.

\ J

r—[ Exercice 3 xx } N

La fonction g : = = || f(x) — x| est continue sur le compact K et a valeurs réelles, donc admet un
minimum £ € K. Supposons f(£) # £. Alors | f2(£) — f(O)| < | f(£) — ¢
caractére minimal de £. On en déduit que f(£) = £ et donc que f admet au moins un point fixe.
Soit ¢" un point fixe de f distinct de £. Alors |[¢/ — £ = || f(¢') — f(O)| < |¢/ — ¢
Donc £ est 'unique point fixe de f.

, en contradiction avec le

, une contradiction.

\ J

f—[ Exercice 4 xxx* } <

On note A 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite a. Montrons que A est convexe.
Soient (o, B) € A% avec a < f3. Soit y €]a, B[.
On fixe n € N* et on pose &,, = 1. Soit N' € N tel que pour tout p > N, lay,11 —a,| < e,

On souhaite prouver que

p(n) >q
Vq € N,dp(n) € N,{ .
o) Upn) <V S Qg(nia)

a

En effet dans ce cas, |a,(,,) — 7| < L et on aura défini une sous-suite (en choisissant pour tout n,

p(n+1) > ¢(n)) de a de limite ~.
Supposons que ce ne soit pas le cas :

g € N,Vk > q,7 ¢ [ay, ap41]-

Soit ¢ € N un tel entier.

Puisque « est une valeur d’adhérence de q, il existe un entier p > max(N, q) tel que a, <7.De
méme, [ étant une valeur d’adhérence de q, il existe un entier r > max(NN, q) tel que a,. > .

L’ensemble {k € [p,7] | a;, < v} estnon vide (p € E) et majoré (par r), donc a un plus grand
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élément k qui vérifie a, <y (cark € E)etay,, >y (cark+1¢ E etk + 1 <), une contradiction
puisque k£ > p > q.

f—[ Exercice 5 x*xx }

1) Soit ((,,,y,)), une suite de vecteurs de G. Ainsi, pour tout n € N, y,, = f(z,,). On suppose

que cette suite de vecteurs converge vers un vecteur (z,y). Donc z = lim x,,. Comme f

n—-+00
est continue, y = lim,, ,,  y,, = f(z). Ainsi (z,y) € G. Donc G est fermé.

2) Soit a € R. Soit (z,,) une suite de limite a, et montrons que la suite (f(z,,)) converge vers f(a).
La suite (f(z,,)) _ est bornée puisque f est bornée. Il existe donc ¢ : N — N strictement
croissante telle que la suite (f (w(p<n)) converge. Notons b la limite de cette sous-suite. Ainsi la
suite ((xw(n), f(xw(n)))) converge vers (a, b). Comme G est fermé, (a,b) € G et donc b =

n
f(a). Ce raisonnement permet aussi d’affirmer que b est 'unique valeur d’adhérence de la suite
(f(,)), - On en déduit que la suite (f(z,,)) converge vers b (exercice classique).

D’apreés la caractérisation séquentielle de la continuité, f est continue.

i si z#0

1) Voici un contre-exemple : = { ,
0 si z=0.

\.

f—[ Exercice 6 xxx }

Soit (un)n une suite de vecteurs de F' convergente. On note v sa limite. Par définition de F, pour tout

entier n, il existe (A, z,,) € Rt x K tel que u,, = A\, ,,. Comme K est compact, il existe ¢ : N — N

strictement croissante telle que la suite (xw(n)) converge. On note z sa limite. C’est un vecteur de K
n

puisque K est fermé.

Puisque K est compact, K est borné : soit M > 0 tel que pour tout z € K,

z| < M.

Comme K ne contient pas 0, et comme E \ K est ouvert, il existe r > 0 tel que By(r) C E\ K.On
en déduit que

Vo € K, ] > r.
En particulier,

M

ol

Az

VneN,|A,| = N -
n

La suite de réels (\,,) est donc bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe 1 : N —
N strictement croissante telle que la suite (/\w(w(n))) ) converge. On note A sa limite. Comme R* est
n

fermé, A € RT.

La suite (u¢(¢(n)))n étant extraite de la suite (un)n, elle converge vers u. Par unicité de la limite, u =

Ax € F.Donc F est fermé.

\.

f—[ Exercice 7 xxx }

1) On note f cette application. Elle est bien définie sur E car pour tout z € E, {|z —a| | a € A}
est une partie non vide de R minorée (par 0).

Montrons que f est 1-lipschitzienne. Soit (z,y) € E2.
Va€ A f(z)<|z—al=lz—y+y—al <l|z—yl+ly—al

donc
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Vae A f(z) = |z -yl <y —al
Ainsi f(z) — | — y| minore {|y — a|| | a € A}. Or f(y) est le plus grand minorant de cette partie,
donc f(z) — |z —y| < f(y) et donc f(z) — f(y) < |z —y].
En inversant les roles de z et y, on obtient f(y) — f(z) < |ly — z| = ||z — y||.
Ainsi f est 1-lipschitzienne, donc continue.

1) On note A le complémentaire de U dans E. D’apres la question précédente, f est continue sur le
compact K, donc admet un maximum noté r. Ainsi,

Ve e K,Va€ A, |z —a| > f(z) >r.

Soitz € K ety € B,(r).Siy ¢ U, alorsy € A etdonc |z — y| > 7, une contradiction. Donc y € U.

\ J

r—[ Exercice 8 xxx } <

On suppose f~! non continue :
Jre L,3>0,Vn>0,Fye L, |z —y|| <net ||f*1(x) — ffl(y)H > €.

On pose u = f~1(x), et pour tout entier naturel n, n,, = 2~™. Il existe donc y,, € L tel que |z —
ynll <27 et [lu— fH(y,)]| > €. Onpose v, = f~*(y,).

Comme K est compact, on peut extraire de (v,,) une suite (v(p(n)) convergente. On note v sa limite.
Comme f est continue, f(v) = lim,, ,, o Y, (,)- Or la suite (y,,) converge vers z, donc z = f(v). On

| >e.

en déduit que u = v, en contradiction avec ||u — Vyp,) |

\

f—( Exercice 9 *x*x } <

On suppose dans un premier temps E de dimension finie. On sait alors que toute partie fermée bornée
est compacte, ce qui est le cas de la boule unité fermée.

On suppose a présent que la boule unité fermée est compacte et E' de dimension infinie. On forme
alors une suite de vecteurs (u,,) telle que

e VneN, |u,|=1;

« Vn € N,d(u,,, Vect(ug, ..., u,)) = 1.

En effet, il suffit de choisir pour u, n’importe quel vecteur de norme 1, et si uy, ..., u,, ont déja été
construits, on choisit z € E \ Vect(u, ..., u,,) (ce qui est possible car E est de dimension infinie), un
tel vecteur vérifie donc d(z, Vect(uy, .., u,,)) > 0 et on pose u,, ., = “5¥ ol § =

d(z,Vect(ug, ..., u,)) ety € Vect(ug, ..., u,, ) un vecteur tel que d = |z — y| :

+ le vecteur y existe : il existe une suite (yp) de Vect(ug, ..., u,,) tel que d = lim||z — Yp || 5 cette suite
est bornée dans le fermé Vect(uy, ..., u,,) donc elle admet une sous-suite convergente, la limite
d’une telle sous-suite fournit le vecteur v,

o d(Upyr, Vect(ug, ... uy)) = d(%, Vect(ug, .., u, ) )car % € Vect(ug, ..., u,,), et
d(%, Vect(ug, .., u,)) = +d(z, Vect(ug, ..., u,)) = 1.

Comme la boule unité fermée est supposée compacte, on peut extraire de « une sous-suite (%:(n))
convergente. Donc (u@(n +1) uw(n)) est de limite nulle, or, ¢ étant strictement croissante, pour tout
n €N, [Uuymi1) = Upm) | = d(Up (i), Vect (uo, o U’(p(n+1)—1)) = 1, une contradiction.

]

Exercice 10 xx*xx ) N\

« Comme indiqué dans I’énoncé, commencons par traiter le cas ou n = 2. Soit donc M = (Z ;) €
M, (R). Toute matrice de O4(R) est de la forme (COSG —sn 0) avec § € R.

sin® cosf
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Soitd € Ret P = (C"S" *Sme).

sinf cos6
1 ([ cos@ sinf\ (a c) (cosf —sind
P=AP = (—sin& cost?) (b d) (sin@ cos

[ cos(@)a +sin(0)b  cos(f)c +sin(f)d \ (cosf —sind
~ \—sin(f)a + cos(6)b —sin(f)c + cos(f)d ) \ sinf cos@

_ (a cos?(0) + (b + ¢) sin(0) cos(#) + d sin?(6) * )
* d cos?(0) — (b+ c) cos(0) sin() + asin?(0)

On cherche 6 € R de sorte que (a — d)(cos?(0) — sin?(0)) + 2(b + ¢) cos() sin(f) = 0, i.e. (a —
d) cos(20) + (b + c)sin(260) = 0 : cela revient & trouver un vecteur unitaire orthogonal (dans R?
muni de sa structure euclidienne usuelle) a (a — d, b + ¢), ce qui est bien str possible.

» On se place dans le cas général. Soit f : P € O, (R) = §(P'AP) oud : (m, ;) € My(R) =

Z?;ll |11 441 —m; ;|- La fonction f est continue sur le compact O,, (R) a valeurs réelles. Elle
admet donc un minimum P € O, (R). Montrons que ¢(P) = 0. On suppose pour cela ¢(P) > 0:
soit alors k € [1,n — 1] tel que by 54y # by, ot B = P"'AP.Onnote C = < Pk O

bk+1,k bk+1,k+1 ’

D’aprés la premiére partie, il existe Q € O, (R) telle que Q~*CQ ait des coefficients diagonaux

I, 0 0
égaux. On pose R la matrice parblocs | 0 @ 0 . On remarque que R € O,,(R) et
0 0 I, g1

§(R™'BR) < §(B) et donc, comme PR € O, (R), o(PR) < ¢(P) : une contradiction.




