Colle 18 Endomorphismes remarquables d'un espace euclidien
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Exercice 1. Soit F un espace vectoriel vectoriel euclidien et soit V; et Vo deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires non triviaux.

Soit p; la projection orthognale sur V; et py la projection orthogonale sur V5.

On pose ¢ = p1 + po.

Montrer que 0 < det p < 1 et que det ¢ = 1 si et seulement si V; et Vo sont supplémentaires orthogonaux.



Solution 1. Remarquons que p1 + p2 est autoadjoint car p1 et pa le sont. Donc py + pa est diagonalisble
dans une base orthonotmée de vecteurs propres.
Pour tout x € E tel que ||z|| = 1, < p1(x) + p2(x)] >=< p1(x)|z > + < pa(x)|z >. Comme p; est un
projecteur orthogonal, < p;(x)|x >€ [0,1]. On en déduit que les valeurs propres de py + pa sont a valeurs
dans [0, 2].
Mais Vi & Va2 = E,, donc p1(z) + p2(z) = 0 implique p1(x) = pa(z) = 0.
Cest-a-dire x € Vi- N Vgh = (VL @ Vo)+ = {0}. On en déduit que 0 n'est pas valeur propre.
D’autre part pi(x) 4+ pa(z) = 22 implique p1(x) = po(x) = x puisque ||p;(x)|| < ||z|| et on a égalité si et
seulement si x € V;. Donc x € Vi N Vo = {0}. 2 n'est pas valeur propre.
Le spectre de p1 + p2 est donc a valeur dans |0, 2].
Soit (e1,--- ,e.) une base orthonormée de Vi et (e,41--- ,€,) une base orthonormée de V. Comme
Vi+ Vo =E, on sait que B = (e1, - ,en) est une base de E.
T

Sii € [1,r], alors p1(e;) = e; et sii € [r+1,n], alors p(e;) = Z(eﬂej)ej car (e1,- - ,e,) est une base

j=1

orthonormée de V7.
n

De méme, i € [r+ 1,n], alors p1(e;) = e; et si i € [1,7], alors p(e;) = Z (eilej)e;.

j=r+1
On en déduit que la matrice de ¢ dans la base B est de la forme
T (61|6T+1) e (6T|er+1)
M = L 4 avec A = :
“\4 I, v = : :
(erlen) -+ (erlen)

On calcule le déterminant de ¢ en utilisant des opération sur les colonnes, c’est-a-dire

T _ AT T
det@z(ﬁ IA )(_121 IO >:<IT OA 4 IA )zdet(IT—ATA).

Notons que la matrice AT A est symétrique, donc diagonalisable.

méthode 1 Soit ();

> un vecteur propre associé a la valeur propre A # 1 : on obtient le systéme

X+ ATY =X ATAX = (A —1)2X
AX+Y =)Y AX =(A-1)Y

On en déduit que les valeurs que les valeurs propres de AT A sont a valurs dans ]0,1] et donc det(I, —
AT A) =det M < 1. On a égalité si et seulement 1 est l'unique valeur propre de M : c’est-a-dire M = I,
et V1 et Vo sont orthogonauz.

Méthode 2 On remarque que pour X € M,1, ATAX = pyopi(z). On sait que AT A est positive. Donc
si ATAX = Az, avec A > 0, on a comme |||p;]|| =1

M[X =< p2 o pr (X)X >< [|pr (X)[| < [[X][ = [0,1]

On en déduit que det(I, — ATA) < 1. On a égalité si et seulement si toutes les valeurs propres de AT A
sont nulles, c¢’est-a-dire ATA = 0.
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Exercice 2. On note S, (R) I'ensemble des matrices de M,,(R) symétriques et positives.

1.

. Soit U € 8§ (R) que I'on écrit par blocs U = <

Démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour une forme bilinéaire symétrique positive f sur R”.
En déduire que si A = (ai;),; <, € S (R), alors on a

V(i,5) € ({1,...,n})?, (ai ;) < @05
Que peut-on en déduire s’il existe 4 tel que a;; =07
A B N
BT O >, ou A € My(R) et C € M,,_4(R) sont
des matrices carrées.

Justifier qu'il existe une matrice P € M,(R) orthogonale et une matrice D € M, (R) diagonale &
coefficients diagonaux strictement positifs, avec r < ¢, telles que

(D 0\,
aer (2 0) o

On définit les matrices par blocs
(P 0 , (A B
Q( 0 In_q)eMn(R)etU< 0 0 )GMH(R).

Calculer et simplifier Q~'UQ. Puis faites de méme avec Q~'U’Q et en déduire que U’ est diagona-
lisable.

On considére maintenant V et V' deux matrices de S, (R). Montrer que V'V’ est semblable a

. A0 . . . X . .
une matrice de la forme 0 o0 )% W ou A est une matrice diagonale a coefficients diagonaux

strictement positifs et W € S;F(R).
Montrer que V'V’ est diagonalisable.



Solution 2.

1.
2.

3.

a; 5 = (AE,L|E]) =0 st a; i = 0
diagonaliser A en ordonnant les valeurs propres.

P~'AP P7'B
-1 —
© UQ( BTP  C )

D’aprés 1, sur chaque on a P7'B = <

/

0 >, puisque pour chaque diagonale nulle, la ligne est

nulle.
!

D
On a alors Q~1U'Q = 0 diagonalisable car le noyau est de la bonne dimension.
0

_ A0 T ’r_ A0 T/ T
V—P(O O)P et V_PKO 0>PVP p

V
A B
OnposeWz(BT C).

0 VAAVA VAB
na( BT\/E C

coo
co W

) € ST(R) car semblable & W avec
Q= VA 0
Lo 5, )

) diagonalisable et semblable a

(AOA AOB):(ﬁ

On en déduit que V'V’ est diagonalisable.

VAAVA VAB
Donc ( 0 0

o o

)w
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Exercice 3. Soit n un entier naturel non nul et m un entier naturel. On munit R™ du produit scalaire
euclidien canonique. Soit f € L(R") de matrice A dans la base canonique et f* € £L(R") de matrice ‘A
dans la base canonique.
On dit qu'un endomorphisme f de R™ est de type n (n entier supérieur ou égal a -1) si et seulement si
f™ = f* (ou f* désigne 'adjoint de f).
1. Rappeler la définition et les propriétés de I’adjoint d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel eu-
clidien et donner des exemples d’endomorphismes f de R™ de type -1, 0 et 1.

2. Soit f € L(R™) de type n oll n un entier naturel supérieur ou égal & 2 fixé.
(a) déterminer £ en fonction de f.

(b) On pose g = f"*1. Montrer que les seules valeurs propres possibles de g sont 0 et 1 puis
montrer que g est un projecteur orthogonal.

(¢) Montrer que 'image et le noyau de f sont supplémentaires orthogonaux et que la restriction
de f a son image est une isométrie.



Solution 3.

1. le type 0 ne concerne que l’identité de R™, le type -1 concerne les endomorphismes orthogonauz, le
type 1 concerne les endomorphismes symétriques.

2. (a) O = (S =) =N =) =
(b) g™ = frPHn = fof* = frof = frtl = g done X" — X est un polyndme annulateur de g. Ainsi,

(c)

dans un premier temps, on peut dire que Sp(g) C {0,1,—1} et que g a au moins une valeur
propre réelle car c’est un endomorphisme symétrique ; mais si -1 est une valeur propre de g et
x un vecteur propre associé alors, d'une part {g(z),z) = (f* o f,x) = (f(x), f(z)) = || f(2)]?
et, d’autre part, {g(z),x) = —||x||?>. x étant non nul, on conclut a une impossibilité. Ainsi
Sp(g) € {0,1}. Il n’y a donc que 3 cas :

— 51 .Sp(g) = {0} alors g qui est diagonalisable est donc égal a ’endomorphisme nul ,

— i Sp(g) = {1} alors g est Uidentité.

— 51 Sp(g) = {0, 1} alors g, qui est symétrique, vérifie

Eo(g) & Er(g) =R™

donc, pour tout © de R™, qui se décompose en y + z avec y € Ey et z € Ey, on a
g*(r) = ¢*(y) = y = g(x) donc g est le projecteur sur img = E1(g) dans la direction de
ker g = Eo(g) qui sont orthogonauz.

Dans les 3 cas g est un projecteur orthogonal.

on a bien sirker f C ker g, réciproquement, six € ker g alors (f*of(x),z) = 0 donc ||f(z)|| =0
donc x € ker f. Ainsi ker f = ker g et puisque l'on a img = imf o f* Cimf on obtient, avec
le théoréme du rang, imf = img. Ainsi ker f et imf sont bien supplémentaires orthogonaux.
Enfin, si x € imf, alors x € img c’est a dire v € E1(g) donc f* o f(z) = z et ||f(z)||* =
(), £(2)) = {3, 9(x)) = |2l done

1 @) = [l=]-
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Exercice 4. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie n sur R de produit scalaire noté (x|y)
pour z,y € F.
On dit qu'un endomorphisme de F u € L(FE) est antisymétrique si pour tout x,y € R

(u(@)ly) = —(2|u(y))-

Soit A(E) l'ensemble des endomorphismes antisymétriques de F.

1.

Montrer que u € L(E) est antisymétrique si et seulement si pour toute base orthonormée de E,
la matrice A associée & u relativement & cette base est antisymétrique : ‘A = —A. Quelle est la
dimension de A(E)?

Montrer que le noyau et I'image de u sont supplémentaires et orthogonaux et que u est de rang
pair.

Montrer que u? est un endomorphisme diagonalisble et que si A est une valeur propre de u? de
sous-espace propre Ey, alors u(FE)) C Ej.

En déduire V'existence d’une base orthormée (ey,...,e,) de E et d’'un entier p avec 2p < n et des
réels non nuls oy, ..., oy, tels que
Vk € [1,p], u(ear-1) = akear, et u(ear) = —agear—1

et u(e) =0si k> 2p.

On suppose que E = R* muni de sa structure euclidienne canonique et soit u I’endomorphisme de
R* défini dans la base canonique (f1, f2, f3, f1) par la matrice

0 a 0 f
_|—a 0 =B 0
A= 0 B 0 «
-8 0 —a 0

Déterminer en fonction des f; une base (e1, es, e3,e4) vérifiant les conditions de la question précé-
dente.



Solution 4.

1.

La matrice de f dans une base orthonormée est (f(e;)le;) = —(e;|f*(e;)). Danc la matrice est
) L , , n(n—1)

antisymétrique. La dimension est —

Les noyau et image sont certes en somme orthogonale, donc en somme directe, on se restreint a

Iimage qui est un isomorphisme. On se raméne ainsi ¢ A inversible et det'A = det(—A) = det A

implique que (—1)" = 1, et donc n pair. Dans le cas général, le rang de A est pair.

3. La matrice de u? est symétrique. et si x € Ey, u*(u(z)) = u(u?(z)) = Mu(z), donc u(E)) C Ej.

On procéde par récurrence sur m, si u # 0, alors il exviste x € E, u(x) # 0, (u(z)lu(z)) =
—(zlu?(x)) # 0, donc u® # 0 et soit X # 0 une valeur propre de u? et x € Ey, x # 0. Il ré-
sulte de ce qui pécéde que E, = vect (x,u(x)) est stable et (x,u(x)) est orthogonale, on normalise
et la matrice de u restreint a E, est _Oa g avec o = v/—\. De plus E est aussi stable par u,
on applique U’hypothése de récurrence.
On calcule

—(a?+ 8?) 0 —2a3 0

42— 0 —(a? + B?) 0 —2ap
—2af 0 —(a? + %) 0
0 —2a0 0 —(a? + %)

Il est clair que €] = (1 1 1 1) et el = (1 1 -1 71) sont des vecteurs propres de u? associés

aux valeurs propres —(a+ B)? et —(a — 8)?; on pose ey = u(e}) = —(a + B) (1 -1 1 71) et
ef=—(a=p)(1 -1 -1 1).
La base (e, €h, e5,¢€)) est orthogonale, on la normalise et elle donne le résultat.



