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E n d o m o r p h i s m e s r e m a r q u a b l e s d ’ u n e s p a c e e u c l i d i e n

Exercice 1. Soient E un espace euclidien et (e1, · · · , en) une base orthonormée de E. On dit qu’un endomor-
phisme f conserve l’orthogonalité si :

∀(x, y) ∈ E2, ⟨x|y⟩ = 0 ⇒ ⟨f(x)|f(y)⟩ = 0.

1. On suppose que f est un endomorphisme conservant l”orthogonalité.

(a) Soient i et j distincts dans J1, nK. Calculer ⟨f(ei+ej)|f(ei−ej)⟩ et en déduire que ∥f(ei)∥ = ∥f(ej)∥.
(b) En déduire qu’il existe un scalaire λ ∈ R tel que ∀(x, y) ∈ E2, ⟨f(x)|f(y)⟩ = λ2⟨x|y⟩.

2. Montrer qu’un endomorphisme f conserve l’orthogonalité si, et seulement si, il existe un scalaire λ et
une isométrie vectorielle g tels que f = λg.

Exercice 2. Soit (⃗ı, ȷ⃗, k⃗ ) une base orthonormée directe de R3. Soient
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1. Soit θ ∈ R. Soit f la rotation d’angle θ autour de l’axe dirigé et orienté par u⃗. Montrer que
(
u⃗, v⃗, w⃗

)
est

une base orthonormée directe. Écrire la matrice de f dans la base (u⃗, v⃗, w⃗).

2. Ecrire la matrice de passage de (⃗ı, ȷ⃗, k⃗) vers (u⃗, v⃗, w⃗) et la matrice de passage de (u⃗, v⃗, w⃗) vers (⃗ı, ȷ⃗, k⃗).

3. On suppose que f (⃗ı) = k⃗. En déduire l’angle θ de la rotation f .

Exercice 3. Soit E un espace euclidien. On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport à un
hyperplan de E.

1. Soit s une symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan H. Montrer que, pour tout vecteur x ∈ E,
le vecteur x− s(x) est orthogonal à H.

2. Soit un vecteur non nul a ∈ E. Montrer que l’application

s : E → E, x 7→ x− 2
⟨a|x⟩
∥a∥2

a

est une réflexion.

3. Soient u et v deux vecteurs distincts de E tels que ∥u∥ = ∥v∥. Montrer qu’il existe une unique réflexion
s telle que s(u) = v.


