MP* (2024-2025) Feuille n® 19

H Espaces euclidiens

1 Structure euclidienne, adjoints
Exercice 1. O* Soit E un espace vectoriel préhilbertien et f € L(E) tel que

Ve,y € E, (zly) = 0= (f(2)|f(y) =

Montrer qu’il existe o € Ry tel que Vo € E, || f(2)] = oz
Carcatériser f.

Solution 1. . St x ety sont deux vecteurs non nuls, alors

z y Y
— — 2 |4 2| =
(II%I Iyl | ||y>

dont on déduit en passant a l’expression en f et en développant

2
= «a > 0 une constante indépendante de x # 0. Ceci montre que f est la composée d’un

f(z)

[l
endomorphisme orthogonal avec une homothétie. On dit que f est une similitude.

et donc

Exercice 2. * Soit F un espace vectoriel euclidien, p et ¢ € L(F) deux projecteurs orthogonaux. Démon-
trer I’équivalence entre :

1. Im(p) C Im(q);
2. Pour tout x € E, ||p(z)|| < |lg(z)]

Solution 2. .
1/ = 2/ : par hypothése, Vo € E, p(x) € Imq, donc q(p(z)) = p(z). Ce qui montre gop = p. Comme P
et g sont auto-adjoints, on obtient la relation p = p o q. Comme p est un projecteur orthogonal, Vx € F,

lp(x)|| < ||z||. En particulier,
Ip(@)]| = llp(g(2)|| < llg(z)]l-

Réciproquement, si x € Imp, alors p(z) = x et donc par hypothése ||q(z)|| = ||z||. Si * = Timq + Tkergs
1Z)1? = ||z gll? + | Txer gl €t q(x) = @img. On en déduit ||q(x)| = ||x|| si et seulement si Tyerq = 0, ce
qui montre x € Im q.

Exercice 3. © Pour A € M,,(R), on pose
(A,B)=Tr (A" B).

1. Vérifier que c’est un produit scalaire sur M, (R).

2. On fixe A € M, (R) et on considere 'application linéaire

o, . ] Ma(R)  — Mu(R)
A X — ATXA.

Calculer 'adjoint (pour le produit scalaire ci-dessus) de ® 4.

) . ) . . 2
Solution 3. . 1. C’est du cours : on reconnait le produit scalaire canonique sur R™ .



2. Pour X,Y € M, (R), on calcule

(0a(X),Y) =Tr(ATXTAY) = To(XTAY AT) = (X, par (V).

Ce qui montre que % = par.

Exercice 4. O** Soit u € L(F), ou E est un endomorphisme euclidien.

1. Montrer que ker u = ker u* o u.

2. On suppose u* ou = uwou*.

(a) Montrer que ker u = ker u*.

(b) En déduire que E = Imu &+ ker u, puis que Imu = Imu*.
(c) Si F est stable par u, montrer que F' = u(F) &1 (F Nkeru).
(d) En déduire que u(F) = u*(F), puis que F* est stable par u.

Solution 4. .
1. Soit x € keru*ou, alors 0 = (z|u*ou(z)) = (u(x)|u(x)) = ||lu—=z)||? et donc u(x) = 0. On a montré
que ker u* ou C keru. L’autre inclusion est immédiate.

2. (a)
(b)
(c)

(d)

On a keru* ou = keruou®. D’apres la premiere question, ker u = ker u*.

Car (Imu)t = keru* = ker u.

uw(F) @+ (FNkeru), d’apres la question précédente. Et le théréme du rang appliqué a l’endo-

morphisme induit par u sur F, on a dim F' = dim(u(F)) + dim(F N ker u), d’ou ’égalité des
deux espaces.
D’aprés la question précédente,

u*(F) =u* (u(F) + (F nkeru)) = u* (u(F) + (F Nkeru®)) = u* o u(F) = uou*(F)
et donc u*(F') est encore stable par u. Puisque uw*(F Nkeru*) = {0}, v*(F) = u*(F) et avec
l’égalité précédente, on obtient

uH(F) = w™(F) = w™ (u(F))  (¥)

Soit x € u(F) \ {0} et on choisit p un entier tel que (z,u(z), - ,uP~1(x)) libre et uP(z) =
aox + -+ +ap,_1uP~1(x). Le sous-espace F,, = vect (z,u(x),--- ,uP~(z)) est le plus petit sous-
espace stable qui contient x.
La matrice de u dans la base (x,u(x), - ,uP~1(z)) est la matrice compagnon

0O 0 --- 0 —ao

1 0 - 0 —-a

cpP)=1|0 1 . 1 —ay
O
0 -+ 0 1 —apy

ou P=ag+a1 X+ +a, 1 X"+ X"

De plus, F,, C u(F), donc F, Nkeru = {0}, d’aprés 2 b). On en déduit que l’endomorphisme
w induit par u sur F, est un isomorphisme; en particulier, le coefficient ag est non nul.

Par définition de P, P(u)(z) =0, donc (P(u)(z)|P(u)(z)) = 0. Mais pour tout i et j,

L (i ()|t ()

Par linéarité, pour tout polynome Q, (Q(uw)(2)|Q(u)(x) = (Q(u*)(z)|Q(uw*)(x)). En particulier
P(u*)(x) = 0. D'od

(@)l (@) P2 (a0 (2)) 2 (oo (7 ()

adjoint ou* adjoint

1
r=—u" (mz+- - +u"(2)) €ur(F).
ao

Donc x € u*(F). On a montré linclusion u(F) C u*(F). Pour des raisons de dimension, ils
sont égau.
En conclusion, u(F) et donc F sont stables par u et u*. Par dualité, u(F)* et F* sons stables
par u et u*.



Exercice 5. ** Soit E un espace vectoriel euclidien de base orthonormée B, et f € L(E) un endomor-
phisme tel que pour tout z € E, || f(z)| < ||z

1. Montrer que f* a la méme propriété.

2. Montrer que f — Idg et f* — Idg ont le méme noyau.

3. Montrer que E = ker(f — Idg) ®* Im(f — Idg).
154

4. Calculer, pour z € £, lim - Z f* ).

p—+oo p —o

Solution 5. .
1. On a :
£ (@)1 = (f* (@), £*(2)) = (f(f*(@)),2) < | FF @)l < [1F* @),
ou on a utilisé successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis la propriété vérifiée par f pour
y = f*(x). En simplifiant par || f*(x)||, on obtient le résultat demandé.
2. Prenons z € ker(f — Idg). On a :

1£* (@) = @l = |F* @)1 + [l2]* = 2(z, f*(2)).
Or, (z, f*(x)) = (f(x),z) = (z,x) = ||z||*>. On en déduit que :
1£* (@) = 2l* < |Lf* (@) = l|l=[I* < 0.

Ainsi, f*(z) —x =0, et v € ker(f* — Idg). On a donc prouwvé que ker(f — Idg) C ker(f* — Idg).
Puisque (f*)* = f, et que f* vérifie la méme propriété que f, on en déduit que linclusion inverse
est aussi vérifiée.

3. Remarquons que ker(f — Idg) = ker(f* —idy) = (Im(f — Idg))*, ce qui prouve que les deuz
sous-espaces sont supplémentaires orthogonauz.

4. D’aprés la question précédente, © = x1 + x2, ot w1 € ker(f — Idg) et o € Im(f — Idg). Pour z1,

p—1
on a f(z1) = 1, et par suite fF(x1) = x1. On en déduit que lim 1 ka(xl) = x1. Pour xs, x
p—+oo P P

sécrit xo = f(y) —y. On a f(x2) = f2(y) — f(y), et donc xa + f(x2) = f2(y) —y. Par récurrence,

p—1 p . 1p71
on prowe que 33 fH(e2) = L=V atais | ()] < . et done tin 33 fH(e) = 0.
k=0 =0

-1
En conclusion, on en déduit que pEToo % pz: fk(x) = 11, c’est-a-dire que cette limite est le projeté
orthogonal de x sur ker(f — Idg). =
Exercice 6. O** Soit E un espace vectoriel euclidien de base orthonormée B et soit f € L(F) de matrice
A = Matgf un projecteur.
1. Démontrer que f* est un projecteur.
2. Montrer que f* = f si et seulement si f est la projection orthogonale sur Im(f).
3. On suppose que f et f* commutent.
(a) Démontrer que f o f* est une projection orthogonale.
(b) Démontrer que ker(f o f*)NIm(f) = {0}.
(¢) En déduire que ker(f o f*) = ker(f) et que Im(f o f*) = Im(f).

4. En déduire que f et f* commutent si et seulement si f = f*.

Solution 6. .



1. Soient x,y € E. Alors on a

(Fr (@) y) = @, f(F))) = (&, f(y) = (f*(2), ).
Ainsi, f*(f*(x)) = f*(x), et donc f* est bien un projecteur.

2. On sait que (Im(f))l = ker(f*). Ainsi, si f = f*, alors ker(f) = Im(f)*, et f est bien projection
orthogonale sur Im(f). Réciproquement si f est projection orthogonale sur Im(f), alors f* est un
projecteur sur Im(f*) = ker(f)*+ = Im(f), parallelement a ker(f*) = Im(f)* = ker(f). f* étant un
projecteur ayant les mémes éléments caractéristiques que f, on a bien f = f*.

3. (a) Le fait que f o f* est une projection orthogonale suit d’un simple calcul algébrique :

(fof*Y=fofofof =(fof)o(ffof)=fof"
De plus, ¢’est une projection orthogonale d’aprés la question précédente, car
(fof ) =fof"
(b) Soit x € ker(f* o f) N Im(f), et écrivons x = f(y). Alors,
0=f(f"(@)=rfffw)) =) = (=).
Ainsi, x € ker(f*) = Im(f)*, et donc x = 0.
(¢) Prenons d’abord x € ker(f). Alors
f(f (@) = f*(f(x)) =0,

et donc ker(f) C ker(f o f*). Réciproquement, prenons x € ker(f o f*). Alors x = u + v,
avec u € ker(f) et v € Im(f). Il suffit de démontrer que v = 0. Mais il et facile de vérifier
que f(f*(v)) =0 (car cette méme relation est aussi satisfaite pour x et u), et donc d’apreés la
question précédente, v = 0.

Pour I’égalité concernant les images, on peut remarquer que Im(f o f*) C Im(f), et conclure
en utilisant un argument de dimension.

4. Si f et f* commutent, alors f est une projection sur ker(f) = ker(f o f*) parallélement & Im(f) =
Im(f o f*). C’est donc une projection orthogonale, et ceci garantit que f = f*.

2 Endomorphismes autoadjoints

Exercice 7. © Soit A € S,,(R). Montrer que (A¥)>¢ — 0 ssi (tr A¥)>0 — 0.

Solution 7. . L’application trace est continue. Pour la réciproque, A est diagonalisable et la trace vaut la
somme des valeurs propres. L’hypothése implique que les valeurs porpres sont dans | — 1,1[. On conlut
immeédiatement.

Exercice 8. O Trouver toutes les M € M,,(R) telles que MMTM = In.

Solution 8. . On ultiplie par a gauche par MT et MTMMTM = MT montre que M7 est symétrique
positive. Dans une base de diagonalisation, les valeurs propres de M sont positives et de cube 1. On en
déduit que M vaut I,. Il n’y a qu’une seule solution.

Exercice 9. ** Soit E un espace vectoriel euclidien de base orthonormée B. Pour f € £(E), on note
p(f) = max{|A|; A valeur propre de f}

On rappelle que [[|]z = sup{|f(2)z; [lz]l2 < 1}.
1. On suppose que f est symétrique.

(a) Montrer que [|[f[||2 = p(f)-



(b) Montrer que |||/l = sup{| < f(z)|e > |, = € B, flalls = 1}
2. On ne suppose plus que f est symétrique. Montrer que ||| f]||3 = ||| f* f]||2-

3. En déduire que |||f|l|2 = /p([*f).
4. Montrer que [[|f{[[2 = [[l/*[ll2

Solution 9. . 1. Soit (e1,...,e,) une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres pour f.
Notons (M, ..., \n) les valeurs propres associées. Pour x = Y | xie;, on a f(x) = Y i M€,
et donc

IF@)1* = NilPa < o2l
i=1

ce qui prouve que ||f|| < p(f). D’autre part, il existe k tel que p(f) = M. On a alors || f(ex)| =
[Ael = p(f), et comme |ex|| =1, on a p(f) < ||f].

2. Remarquons d’abord que f*f est symétrique (car (f*f)* = f*f). Ceci montre que p(f*f) = ||f*f||-
Il reste a prowver que ||f|| = || f* f||*/?. Mais,

< f@)|f (@) >=<a|f*f(x)e >

et en passant a la borne supérieure pour ||z|| =1 :

LFI1* = 110 £II-

5. On en déduit |If13 < I1F*Flla < WAl £ 1ls- Done 1711 < 1171l De méme, on a Vinégalité
inversée et donc égalité.
Exercice 10. O* Soit F un espace vectoriel euclidien.
1. Soit v € S(F) tel que (v(z),z) = 0 pour tout z. Montrer que v = 0.
2. Soient uq,...,u, € S(E). On suppose que rg(uq) + -+ + rg(u,) = n, et que

Ve e E, (ui(x),z) + - + (up(x), z) = (z, x).

(a) Montrer que u3 + -+ -+ u, = Idg.
(b) Montrer que E = Im(uq) & --- & Im(uyp).
(¢) Montrer que pour tout i, u; est la projection orthogonale sur I'm(u;).
Solution 10. . 1. Soit X une valeur propre de v. Alors on a 0 = (v(z),z) = A||z||?, et donc A = 0.
Puisque v est diagonalisable, et que toutes ses valeurs propres sont nulles, on en déduit que v = 0.

2. (a) En utilisant la linéarité, ceci se traduit par
Vo € E, (ui(x) + - + up(x) — Idp(z),z) = 0.

Puisque uy + - - - +up, — Idg est symétrique, on en déduit uy +--- +u, = Idg.

(b) La relation précédente montre que tout x de E se décompose en x = ui(x) + -+ + up(z).
Ainsi, on a E = Im(u1) + -+ + Im(up). D’autre part, la relation sur les rangs entraine
automatiquement que la somme est directe! (on utilise le fait que F et G sont en somme
directe si et seulement si dim(F + G) = dim(F') + dim(G)).

(¢) Puisque Idg = uy + -+ - + up, on a, pour tout x et tout k :
up(x) = wr ouk(x) + -+ + up o ug(x).

Par lunicité de la décomposition due a la somme directe, on en déduit que u;ouy =0 si i # k,
et ui = uyg. Ainsi, up est une projection. Puisqu’en outre ’endomorphisme est symétrique,
c’est une projection orthogonale !

Exercice 11. *** Soient n € N* et £ = R". On munit E de sa structure euclidienne canonique. On note
e=(e1, -+ ,e,) la base canonique de F.



1. Soit u € STT(F). Montrer que u est inversible, que u=! € STF(E) et que u et =1 sont diagonali-
sables dans une méme base orthonormée.
2. Soit u € STH(E). Montrer : V(z,y) € E?, (z,y)? < (u(z),z){(u"(y),y).
Sike{l,---,n}etue STT(E), on pose : 6k( ) = inf{(u(z),z);x € E, (z,ex) = 1}.
3. Montrer : V(u,v) € STH(E)?, 0k (u +v) > 6k (u) + 5k (v).
1
(u=t(en), ex)

5. Soient u € ST (FE) et A la matrice de u dans la base canonique. On note Ay la matrice extraite de
det A

det Ak

4. Siue STH(E) et k€ {1,---,n}, montrer : §;(u) =

A obtenue en enlevant la k-iéme ligne et la k-iéme colonne. Montrer : 0 (u) =
6. En déduire, si A et B sont dans S;' T (R), que

det(A+ B) det A  detB
det(Ap + Br) — det A, det By’

Solution 11. .

1. Une matrice symétrique positive est diagonalisable dans une base orthonormée avec pour diago-
nale, les valeurs propres sont alors strictement positives. L’inverse dans cette base est linverse des
éléments diagonauz.

2. Dans cette base de vecteurs propres, il s’agit de prouver

(&) = () (Be)

ce que l’on obtient par l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au vecteur (v/\; z; et (\/)\i_lyi)

3. L’inégalité ci-dessus redémontre que si x # 0, alors {(u(z),x) > 0, on en déduit que
Ve e E, (z,ex) =1, ((u+0)(x),7) = (u(@),z) + (v(x),2) = 68(u) + 0k (v).
4. L’inégalité du 1/ pour y = ey, donne

(w,er) = 1< (u(@), 2)(u" (ex), ex)

. L o 1
et on peut avoir égalité si les deux vecteurs sont colinéaires, donc W est non seulement un
u=(z),x

minorant, c¢’est un minimum.
det Ak

C 0
det A’

5. On doit montrer que (u='(er),ex) = ru~t admet pour inverse (det A)~1((—1)"HA,; ;)

ot A; ; est le mineur (i,7) de A.
6. C’est linégalité 3/ écrite sous la forme de 5/.

Exercice 12. O** Soit A et B dans S,,(R) telles que AB = BA.

1. Montrer qu’il existe P € GLn(R) telle P~1AP et P~1BP soient diagonales.

2. Montrer qu’il existe C' € M,,(R) telle que : A € R[C] et B € R[C].
Solution 12. . Dans une base de codiagonalisation (orthonormée), A est semblable a D et B a D' diago-
nales. On poce C' une matrice diagonale de diagonale 1,---  n. Utiliser les polynomes interpolateur de
Lagrange.
0 —In

Exercice 13. *** Cachan, Rennes. On pose J = (In 0

> et on définit

Span = {M € M, (R), ‘MJM = J}.



3.
4.

Mountrer que Spa, est un sous-groupe de G Lo, (R). Quelles sont a priori les valeurs possibles pour
det M ?

Soit M € Spa,. Montrer que det(MT M + I5,) > 1.

Soit (4, B) € M, (R)2. Montrer que det (_AB Z) > 0.

Montrer que VM € Spa,, det M = 1.

Solution 13. . Preuve due & Donsub Rim (2015)

1.
2.
3.

/.

On obtient det M = £1. Montrer que Spa,(R) est un sous-groupe ne pose aucun probléme.
La matrice MT M appartient a S;7+(R).

Par opération sur les lignes et les colonnes, on a

I, i, A B\ (I, —i,\ [(A—-iB 0

0 I, -B A 0 I, ) \B+iA A+iB
Le déterminant recherché vaut det(A + iB) det(A — iB) = | det(A +iB)|? > 0.
On écrit

MM +1,=M"(M+ M"Y =M"(M +JIMIT)
Par blocs on trouve

M4 M = ( Mii+Mys Mg — M2,1>

—Mio+ My Mg+ Mao

Done det(M + JMJ~1Y) > 0 apr la question précédente et finalement det M > 0, ce qui permet de
conclure : det M = 1.

Exercice 14. QO* Soit (E,( | ) un espace vecoriel euclidien. On dit que f € & est antisymétrique si

I =

ANl ol

—f.

Montrer que la matrice de f dans une base orthonormée est antisymétrique.
Montrer que la seule valeur propre réelle possible est 0.

Montrer que A2 est orthodiagonalisable.

En déduire que si A est une valeur propre complexe, alors A est imaginaire pure.
Montrer que si F est stable par f, alors F* est stable est par f.

Montrer que si f # 0, alors f admet un plan stable P et que la matrice de ’endomorphisme induit

-b 0

Montre que f est semblable dans une base orthonormée a une matrice diagonale dont la diagonale
est composée de zéros ou de blocs du type Sp.

dans une base orthonormée est de la forme Sy = ( 0 b)

Solution 14.

1.

Si [ est antisyméirique, (f(z)ly) = (x[f*(y)) = —(=[f(y))-

Dans une base orthonormée B = (e1, - ,ey), la matrice A de f est la matrice A = ((f(ej)]e;) =

(—(e;]f(e;)) = —AT =. Comme la matrice de f* est *(A), on en déduit A= —A".
Alz]z)

SiAeR etz #0 tels que f(z) = Az, alors (f(z)|z) = {(x|f*(a:)) — (|f(2) = —A(z]z)

Comme x est non nulle, (z|x) #0 et A =0.

3. Comme (A%)T = (AT)2 = A2, la matrice A% est orthogonalisable dans R.

Si X est une valeur propre complexe de A, alors \* est une valeur propre de A? et donc \*> = 0. On
en déduit que \ € iR.

si F stable par f, alors F* est stable par f* = —f, donc F est stable par F.



6. Si f #0, alors (ker f)* est stable par f et I’endomorphisme induit sur (ker f)* admet une valeur

propre compleze i\ avec A € R. Soit X un vecteur propre non nul associé a i\, alors AX = AX =

—iAX. Donc le plan P engendré (X, X) est une famille libre, car formée de deux vecteurs propres

N L , X+ X X+iX

associés a des valeurs propres distinctes. Done la famille ( ; ,Tz
i

) engendre un plan P

réel stable par f.
De plus, si f* = —f, alors 'endomorhisme induit sur P est encore antisymétrique. Sa matrice dans
toute base orthonormée est antisymétrique, donc de la forme Sp.

Si f # 0, il existe u plan stable Py et dans une base orthonormée By de P;.

On suppose que l'on a trouvé P, @&+ --- &L P. une somme directe de plans stables P; de base
orthonormée B,;.

Si l’endomorphisme induit sur (P, @+ --- @&+ P.)* est nul, alors on prend une base orthonormée de
'orthonormée de l'orthogonale (éventuellement vide, si Py &+ --- @+ P, = E) et en concaténant les
bases, on a une base de diagonalisation comme demandée.

Si Si I’endomorphisme induit sur (P, &+ ---®*+ P,)* est non nul, alors il existe un plan stable P,
de f.

Comme E est de dimension finie et que la dimension de la somme des plans augmente strictement,
on en déduit qu’il existe u rang v pour lequel l’endomorphisme induit sur (P, @+ --- @+ P.)* est
nul. Ce qui termine la preuve.

On en déduit que le rang de f est pair. On pouvait facilement trouver ce résult, car f induit
sur (ker f)* un ismorphisme f. On a det f*f = det f*det f = det f2 et det f*f = det(—f)f =
(—1)"(det f)2, ou r est le rang de f par théréme du rang. Donc v est pair.

Exercice 15. ** Soit (E,( | ) un espace vecoriel euclidien. On dit que f € & est un endomorphisme
normal si f*o f = fo f*.

1.

2.

3.

On pose p = f—;f et ¢ = ! _2f . Montrer que
1
E= P Eb
AESpec (p)

et que pour tout A € Spec (p), Ex(p) est stable par g.

En déduire qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres de p telle que la matrice de ¢ soit

une matrice diagonale dont la diagonale est composée de zéros ou de blocs du type S, = (_Ob 8)

En déduire qu’il existe une base orthonormée de E telle que la matrice de f soit diagonale dont la
diagonale est composée de blocs 1 X 1 ou 2 x 2 que I'on décrira.

Solution 15.

Exercice 16. Soit n € N* et A € S,,(R) tel que Spec A C R*,.

1.
2.

3.

4.

Montrer qu'’il existe @ € GL,(R), tel que QTQ = A.
En déduire que pour tout ¢ € [1,n], A;; >0

trA
Montrer que (det A)Y/™ < rT
1
Soit D = Diag (d1, - ,d,) la matrice diagonale telle que d; = —. Montrer que DAD € S, (R)*+

Qi g

et que det A <[], ai;.

Solution 16. .

1.

A est orthodiagonalisable : A = PTDP, avec D diagonale de valeurs propres strictement positive.
On prend /D la racine dans S;H(R) et Q = Pv/D.

2. Les éléments de la diagonale de QT'Q correspondent @ CFC; > 0 car les vecteurs colonnes sont non

nuls.



3. 1l faut comparer det A =[], \j et trA = Z A

4. Pour tout X #0, on a XTDADX = (DX)TA(DX) > 0, donc DAD € S,(R)**. Or TrDAD < n,
d’ou le résultat.

Exercice 17. Soient A € S, (R) et B € M,,(R). On suppose que AB + BA = 0. Montrer que AB =
BA=0.

Solution 17.. On note f et g les endomorphismes de R™ associés a A et B dans la base canonique. Il existe
une base orthonormale B de R™ ot la matrice de f est une matrice diagonale D = diag (d,ds, ..., d,).
Les d; sont des réels positifs. Notons C = (¢; ;) la matrice de g dans B. On ¢ DC + CD = 0. Pour
tous (4,75), on a (di +dj)ci; = 0; sid; > 0 oud; >0 alors (d; +d;) >0 et ¢;; = 0; sinon d; =0 et
d; = 0; dans tous les cas djc;; = 0 et djcij = 0. Donc DC = 0 et CD = 0. Ainsi fg = gf = 0 puis
AB =BA=0.

3 Endomorphismes orthogonaux de R? et R3

. . , . . 1 ==
Exercice 18. © Soit v un réel, n un entier naturel, et la matrice A,, = (a n>
n

1. Trouver une expression de A} utilisant ¢, = arctan £ .

2. Montrer que les coeflicients de A7 admettent une limite lorsque n — +o00 et donner cette limite en
fontion de a.

Solution 18. . 1/ Comme suggéré par l’énoncé :

_ 1 —tanf,) _ 1 cosf, —sinf,\ 1
An = <tan9n 1 ) ~ cosb, (Sin@n cos b, ) = cos0, R(0,),

ot R(0,,) est la matrice de la rotation d’angle 0,,. On en déduit immédiatement que

1

Ar = P R(nb,).
2/ Sin tend vers +o0, alors
0, = arctan% ~ %, cosf, =1— % +0(02)=1- Z—z + 0(%) et nli)rfm R(nb,) = R(a).
Enfin
nllﬂloo ey HEI_FOO exp(—nln(cosb,)) =1,
et donc

lim A} = R(«).

n—-+oo

Exercice 19. Etudier les isométries suivantes de R3 de matrice dans la base canonique

f2 21 -2 2 1 L1 22 (-2 6 -3
A=g|-2 1 2 JiB=g(2 1 2);C=5(2 -1 2|:D=-|6 3 2
1 -2 2 -1 -2 2 2 2 -1 -3 2 6

Solution 19. .

Exercice 20. Donner la matrice dans la base canonique de R? de la rotation d’axe dirigé et orienté par
e1 +e3 (resp. e; — e3) et d’angle § (resp. ).

Solution 20. .



1

Exercice 21. O* Dans R?, que dire exactement de v ov o ™! si u est une rotation et v une réflexion ?

Solution 21. . Siv est une réflexion d’hyperlan P, alors uovou™! est la réflexion d’hyperpaln u(P).

Exercice 22. O* Soient f et g deux rotations vectorielles qui ne sont pas des retournements. Montrer
que f et g commutent si et seulement si elles ont le méme axe.

Solution 22. . On sait que si f et g commutent alors les sous-epaces propres de f sont stables g et
réciproquement. On E1(f) est de dimension 1, car f n’est pas un retournement. Donc c’est aussi un
sous-espace de g, mais le seul possible est E1(g). On en déduit que les deux rotations ont méme aze.
Réciproquement, si les deux rotation ont méme azxe Ri, alors dans une base ortnormée (i,j,k) f admet
pour matrice une amtrice du type J(0) et g une matrice J(0'). Et J(0) x J(0') = J(@ +6'), donc f et g
commutent.

Exercice 23. * Soit F un espace vectoriel de dimension 3 et soit f1 et fo deux retournements d’axes res-
pectifs Dy et Do distincts. Montrer que f; et fo commutent si et seulement si Dy et Do sont orthogonaux.

Solution 23. . Commme fy et fo commutent, D1 = Rey est stable par fa, donc ey est un vecteur propre de
fa et comme Dy et Do sont distincts, fa(e1) = —ey. De méme, si Dy = Rea, fi(e2) —ea. Les sous-espace
propres d’un endomorphisme orthogonal sont deux & deur a deux orthognauzx, ey 1| es. Et D1 1 Ds.
Récirpoquement, si ey L ey alors ey € E_1(f2) et ea € E_1(f1). Et comme P = (e, e3) est stable par fi
et fa, on en déduit que P+ = Res est stable par f1 et fo. Donc es est un vecteur propre de fy et fo et
comme ce des retournements, fi(es) = fa(ez) = —es. On en déduit que fy et fo commutent.

4 Endomorphismes orthogonaux

Exercice 24. *

1. Soit M € M, (R) antisymétrique. Montrer que exp(M) est une matrice orthogonal.
2. Soit a € R? et ¢ : R?® — R3, 2+ a A x. Décrire application exp .

Solution 24. .

1. La transposée est un endomorphisme de M, (R), donc continu. On en déduit que exp(MT) =
(exp M)T', puis (exp M)T exp(M) = I,,. Par définition exp(M) € O, (R™).

0 0 0
2. Dans une base orthonormée (i,b7 BN b), la matrice de p est M = |0 0 —|lal
llall™ " llall
0 |la 0
1 0 0
Le calcul de lexponentielle donne [ 0 coslla|| —sin|lall |. On a donc la rotation d’aze orienté par a
0 sinllal]| cos||all

et d’angle ||al|.
On peut retrouver le résultat sans calculer explicitement l’exponentielle : La matrice M est antisymétrique,
d’aprés la question 1, exp(M) € O,(R). De plus, detexp(T) = exp(TrT = 1, donc exp(T) est une
rotation. Enfin, en terme de complexe, i||A|l est une valeur propre de A et exp(i||A||) en est une de
exp(T), donc exp(T) et bien la rotation d’aze orienté par a et d’angle ||A||.
Exercice 25. O* Soit n € N. On note M l'espace vectoriel réel M,,(R). On pose ¢ : (4, B) € M? —
trtAB.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur w € M pour que M — wM soit p-orthogonale.

Solution 25. .
1. Quasi du cours : c’est le produit scalaire canonique de M, (R).

2. Siw est orthogonale, on a un endomorphisme orthogonal.
Réciproquement, si pour tout M, tr(MTwTwM) =tr(MT M), alors wlw est diagonasable dans une
base orthonormée B = (Ey,- -+, E,) avec wTwE; = \;E;. L'égalité tr(EfwTwE;) =tr(EF'E;) =1
montre que \; = 1 pour tout i et donc wTw = I,,, c¢’est-a-dire w est orthogonale.
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Exercice 26. ** Soit M = (m; j)i<ij<n € On(R). Prouver que

Z mi S n S Z |mm—| S n?’/z.

1<i,j<n 1<ij<n

Solution 26. . Une des difficultés de ’exercice vient du fait qu’il faut trouver la bonne caractérisation des
matrices orthogonales. Ainsi, une caractérisation qui convient est de remarquer que M est la matrice de
passage de la base canonique de R™ d une autre base orthonormée. Précisément, si (uq,...,un) sont les
vecteurs colonnes de M, alors (u1,...,uy) est une base orthonormale de R™ et m; ; = (uj,e;). On en
déduit alors assez facilement la premiéere inégalité. On a en effet :

n

Z m; ;= (Z:luj,Zei>.

1<i,j<n i=1

Notons uw = u; + -+ +u, et e = e; + -+ + e,. Remarquons que, puisque les bases que l’on consideére
sont orthonormées, ||lull2 = |le|la = n'/2. On conclut alors facilement & laide de linégalité de Cauchy-
Schwarz :

> mig| < (u,e)] < Jullz - [le]l2 = n.
1<i,j<n

Pour les autres inégalités, on introduit la norme || |1 sur R™,
[l =l 4 -+ |-
Ces deuz normes sont équivalentes :
lzl2 < flll < n*/2||]lo.

En effet, linégalité de gauche est immédiate en élevant au carré, celle de droite provient de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, en écrivant

ol =S ol = 31 x o] < (z 12) el
1=1 =1 =1

Nous avons donc

ST dmaigl= Y il

1<i,j<n 1<j<n
puis, avec l'encadrement de || ||1 ci-dessus

noY 0 Nuilla <D0 magl < a2 fulle.

1<j<n 1<ij<n 1<j<n

Ceci donne les deuz autres inégalités voulues, puisque ||u;||2 = 1.

Exercice 27. ** Soient n € N* et A = (a;,;) € M,(C). On pose A(A) = Zaii. On dit que A est
i=1
semi-orthogonale lorsque AAT = ATA = A(A)L,.

1. Montrer qu’une matrice est semi-orthogonale si et seulement sil existe A € C tel que AAT = ATA =
A,

2. Soient A et B deux matrices semi-orthogonales. Montrer que AT et AB sont semi-orthogonales et
calculer A(AT) et A(AB).

3. Soit A une matrice semi-orthogonale. Montrer que A reste semi-orthogonale si 'on permute ses
lignes ou ses colonnes.

11



Solution 27. . Si A est une matrice carrée, A = (Cy|---|Cy), alors ATA = (< Cj, Cj >)1<i j<n, donc A
est semi orthogonalle ssi la famille des (C;) forme une famille orthogonale de vecteurs de méme norme
et alors A(A) = ||Ci2.
Remarquons que A(A) =0 implique alors que A = 0.

1
Enfin, si A# 0 et ATA = A(A)I,, alors A~! = @AT et donc A et AT commutent, il donc inutile
de le supposer.

1. C’est une conséquence immédiate de la remarque ci-dessus.

1
JAA)

semi-orthogonales et A(AT) = A(A) ainsi que A(AB) = A(A)A(B).

2. A est semi-orthogonale non nulle si et seulement si A est orthogonale. D’ott AT et AB sont

Exercice 28. *** Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel euclidien E. Montrer ’équiva-
lence :
(Ve e E, ||u(z)|| = |lv(z)|]) <= FweO(F), u=wov

Solution 28. . Le sens <= est immédiat. On montre le sens =. Notons que ker u = kerv. Par hypothése,
pour tout x,y € E :

lu(z + p)II* = u@)I* + fu(@)]* + 2(u(z)]uly))
[z +p)II* = [l(@)]* + [o(@)]1* + 2(v(@) v (y))

On en déduit que pour tous x,y € E, (u(z)|u(y)) = (v(z)|v(y))-

D’ot, u* ou = v* ov = a. Comme w est un endomorphisme autoadjoint, il est diagonalisable dans une
base orthonormée B = (e1,--- ,ey) telle que a(e;) = Aie; avec \y > -+ > Ay,

Comme

Ailleill?

(eilu™ o u(es)) = [Ju(e:)|?

On en déduit que \; = |le;]|> > 0. Soit s I’enomorphisme de L(E) défini par s(e;) = v/ Aie; = |Jule;)]le;-
Par définition s> = a = u* ou et s est autoadjoint car orthodiagonalisable, donc

s(@)]s(x)) = 2[5 (2)) = (zla(z)) = (u(@)lu(@)).

(eila(ei)) = {

Soit r le rang de s. On a A\py1 =--- =X, =0.

On définit ¢ par p(s(e;)) = ule;) si i € [L,7] et w(e;) = (fi) sinon, ot (fry1,--- fn) est une base
orthonormée de (Imu)*.

Par définition p o s = u et l'image par ¢ de la base B orthonomée est encore une base orthonormée
puisque

(u(ei)lule;))
vie[1,r], (s(ei)ls(e;)) = et (u(ei)u(es)) = Ai = |lu(e:)|* # 0.
VAV (eles) = VA /A

De méme, on construit 1 orthogonale telle que ) os = v et u = @ o~ ov. On termine la preuve en
posant w = p oL,

Exercice 29. O** Soit n € N*, on note S,(R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R). Pour
A € M, (R), on définit 'application ® 4 sur S, (R) par

VM €S, ®a(M)=AMA"

On souhaite démontrer que |det(®4)| = | det(A4)[*+!

1. Montrer que, si A € M, (R), ®4 est un endomorphisme de S,,(R) et que pour (4, B) € M, (R)?,
on a (I)AB = (DAo(I)B~
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2. Montrer que (M, N) — Tr(MN) définit un produit scalaire sur S, (R).
Déterminer ’adjoint de ® 4 pour ce produit scalaire et en déduire le résultat annoncé dans le cas
ou A est orthogonale.

3. On suppose que A est diagonale, A = diag(A1,...,A,). Donner une base de S, (R) et écrire la
matrice de ®4 dans cette base. En déduire que le résultat est vrai si A est symétrique.

4. Soit A € M, (R) inversible, montrer qu’il existe une matrice @) orthogonale et une matrice S
symétrique telles que A = @S.
En déduire le résultat annoncé.

5. Soit A € M,,(R), montrer que la décomposition précédente reste valable et en déduire le résultat
annonceé.
Solution 29. .
1. Calcul immédiat. On fait attention que ® est bien & valeurs dans Sp(R).

2. On reconnait la restriction a S,, du produit scalaire canonique.
VM,N € S(E), (®4(M)IN) =tr (AMAT)'N) =tr (AMATN) =tr (MA"NA) = (M|®7(N)).

Donc, (Pa)* = Dyr. Si A est orthogonale, ® 4 aussi
3. Pp(Erp) =NeEgy et ©a(E; j+FEj;) = \i\j(Eij+ Ej;) donc pa admet une base vecteurs propres
Eij+ Eji
2
déterminant est le produit de ces valeurs propres.

n n+1
det(®a) = ] /\i/\j:<H)\i> = (det A)"*!
=1

1<i<j>n

Eij+ Eji

) et la valeur propre associée a est AiAj. On en déduit que le
0<i<j<n

car chaque valeur propre \; apparait une fois avec un \; pour i # j et apparait une fois au carré.
Le résultat est vrai pour les matrices diagonales.
Si A= Q7 'DQ avec Q orthogonale, alors det(® ) = det(®p) et le résultat est vrai.

4. Décomposition polaire.
det(®4) = det(CDQ) det(®g) = £ det(Pg)

d’ou le résultat.

5. Par densité de GL,,(R) et compacité des matrices orthogonales.
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