MP* (2024-2025) Feuille n® 7

H Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé

1 Généralités sur les suites

Exercice 1. O* Soit u une suite monotone dont une suite extraite est convergente. Montrer que u est
convergente.

Solution 1. . Soit (u,mny) une suite evtraite convergente vers I ; alors pour tout n € N, u,p,y < 1. Or pour
tout n € N, p(n) > n, donc u, < upypy < 1. La suite (uy) est donc majorée par 1, et comme par hypothese
elle est croissante, on en déduit qu’elle est convergente. Enfin, toute suite extraite d’une suite convergente
converge et tend vers la méme limite. On en déduit que (uy,) tend vers .

Exercice 2. ** Soit (uy)n>0 €t (vn)n>0 deux suites réelles telles que v, = 2uy,41 + 4, pour tout n € N.
Montrer que (uy,),>0 converge ssi (vy,)n>0 converge.

Solution 2. . Le sens = : silimu, =1, alors (v,) est convergente et limv,, = 2l (immédiat).
Le sens intéressant est <= : On veut exprimer u, en fonction de des v,,. Par récurrence, on peut montrer

que
1 1 1\" 1\"
Up = §Un—1 - ?Un—2+"'+ D) Vo + D) Uo

1 n
Le terme (—) ug tend vers 0, on cherche donc la limite de

1 1 n n 1\"
Wy = =Unp—1 — —=5Un— —_= B
n 9 n—1 92 n—2 0

Supposons que limv,, = 3l. D’apres la question précédente, on veut montrer que limw,, = [.

Remarquez que
Y (A N el L
2) 2 1-3% 3 3

k=1

On en déduit que

1 1 n\" 1 \"
(wp, — 1) = i(vn_l —3l) — 2—2(vn_2 -30)+---+ (—2) (vo — 31) + 3 (—2> l

1 n\"
Or lim;, 1 3 <—2> 1 =0, donc pour montrer que (w,) tend vers l, il suffit de montrer que la suite

1 1 1\"
xn:i(vn_1—3l)—2—2(vn_2—3l)—|—---—|— ~5 (vo — 31)
tend vers 0.

On peut séparer la somme comme dans la preuve du théoréme de Césaro : pour tout n > N

N—-1 n 1
INEDY o =31+ 3 ‘_2
k=0 k=N

n—k+1 n—k+1

1
_5 |U}€—3l|

On sait que
Ve>0, ANeN, n> N, |v, —3l| <e.



On pose maxyco,N—1] lvg — 3l| = Mp. En calculant la somme des termes de la suite géométrique de

ra150M 3 on trouve

N-1 1 n—k+1 n 1 n—k+1 1 n—N
< = = < =
|xn|MNZ<2) +€1§1:v<2) < My (2> +e

k=0

1 n—N
Il existe N' € N, N > N’ tel que pour tout n > N', My 3 < e et alors |z,| < 2e. Quitte

remplacer € par 2e, on a montrer que (x,) tend vers 0, ce qui termine la peuve.

Exercice 3. ** Soit (ay)n>0 une suite complexes convergeant vers I. Etudier la convergence de la suite
(bn)nzo définie par

n

1 n
b, = 272 (k)ak pour > 0.

k=0

n
Solution 3. . On remarque que Z (Z) = 2". Donc si (ay) tend versl, on a

k=0
b —l—izn: na—ii " —En:i " (ap —1) pour >0
oo oo \F T im0 \F _k:O 2 \k) b T

Comme la suite (a,,) tend vers l, Ve > 0, il existe N € N, tel que n > N implique |a, — 1] < €.
Donc

|bn—l|

IN
=~ Z =
I Lol
= o

IA

Z

L

2=
O e R

> 3

k=0
<N_11n| l\—&—nln
= on \ k)" “ Lo\ k
k=0 k=0
Nl
< M — >+5
n\ k
k=0
ot M = max(lax, — |, k € [0,N —1]).
N—1
1
De plus, sin > 2N, pour tout k € [0, N — 1], (Z) < (]’\L,), donec M x Z — (" <M x N x "),
pars 27 \ k N
1 . 1 1
Enfin, u, = 27(17\1/) tend vers 0 quand n tend vers +oo car Un+t1 n tend vers —.

Up, :2><(n—N+1)

Exercice 4. ** Montrer que la suite de terme général complexe z, définie par la relation de récurrence
Znal = %(zn + |2n|) converge et calculer sa limite (hint : poser z, = p, €¥»).

Solution 4. . On écrit z, = py, € avec 0,, €] — m; 7|, pn >0 et

; 1 ) 1 . _ . 0. .
pryrefnit = on(l+ e'fn) = 5%6”’"/2(6*”"/2 +¢e'/%) = p,, cos 3"6’9"/2-



1 0, . 0
On en déduit que 0,41 = §9n car cos —- >0. D'ou b, = 2—2

On ,
De plus pp+1 = pn cOS > donc par récurrence :

et (0,,) converge vers 0.

n

- 0 . 0
pn:pOHCOSQ—SL d’oupn:pOHCOSQ—z.
k=1 k=0

En appliquant la formule sina cosa = %sin 2a, on obtient

6 1 o "
pnsm2—2 =3 X po X Hcosz—z = <2) po sin by.
k=1

Remarquons que si 0y = 0, alors pour tout n z, = pg. Si 0y # 0, alors

1 " sin 00 sin 90
Pn=1\35 Po 00 — .

2 sin b n—+o00 90

sin @
Finalement (z,) converge vers TO, st By # 0.
0

Exercice 5. * Etudier la suite (Sn)n>0 Ol pour tout n € N, s, est 'unique racine de X™ +nX — 1 dans
[0;1]. On donnera un développement asymptotique & deux termes.

Solution 5. . Faites un tableau de varaiations de la fonction g,(x) = 2™ +nx — 1 sur [0,1]. En déduire

sn existe et est unique. Remarquez que gn(—)gn(——
n n+1
Puis, u, = % — v, avec 0 < v, < ﬁ On injecte dans l'expression :

) < 0. En déduire que u,, ~ —.
n

1 | 1 .
(vn> +n(——v,) —1=0=nv, = — (1 —nvy)
n n nn

On en déduit que n?v,, tend vers 0 car (1 —nv,)™ est bornée. mais alors nIn(1 — nv,) ~ nv,, tend vers

0. Et donc v, ~ Py Donc up, = 2 + Lt + o).

Exercice 6. ***

1. Soit (un)nen une suite réelle bornée telle que w41 — u, tend vers 0. Montrer que I’ensemble des
valeurs d’adhérences de (uy,)nen est un segment.

2. Soit f : [0;1] — [0;1] une fonction continue et (up)nen une suite d’éléments de [0;1] telle que
Unt+1 = f(uy) pour n > 0. Montrer que (uy)nen est convergente ssi w1 — u, — 0.

Solution 6. .

1. Supposer que (un)nen @ deux valeurs d’adhérence a et b, a < b. Soit ¢ €]a;b|. Faites un dessin et
construire une suite qui tend vers ¢ : soit le segment [a,b] et un point ¢ pas trop au miliew.
Vu qu’il existe une suite extraite qui tend vers a et une autre qui tend vers b on prend u,, proche de
a et Unp4p proche de b. Comme upy1 — uy, tend vers 0, pour aller de up G Un4p, on fait des pas de
plus en plus petit, on prend un indice tel que le pas permet de passer de avant ¢ a apres c.
La formalisation : soit Ng =0, p(0) =0 et n > 1 et e, < (min(|b — c|, |c — al|)/2™ le pas. Il existe
N, > Ny tel quen > Ny, |[ups1 — uy| < €. Soit p > max(Ny, o(n—1)) tel que |Up, —al < &, et
q > p tel que |Uy — b| < &,. On pose p(n), le plus grand indice entre p et q tel que Uy < ¢ : par
construction ¢ € [Uy(n); Up(n)+1] €t donc |c — uym)| < en. Enfin, ¢ est strictement croissante, on a
bien une suite extraite qui tend vers c.
L’ensemble des valeurs d’adhérence est donc un intervalle borné ; de plus, si a est une extrémité, on
montre que pour tout n > 0, il existe une infinité d’indices k tels que uy, €la — %, a4+ %[ On choisit
un idice p(n) > p(n — 1) et on obtient une suite extraite qui converge vers a. L’intrevalle est fermé
borné, c’est un segment.



2. Le sens intéressant est < : d’aprés Uhypothése et le 1/ on sait que l'ensemble des valeurs d’adhérence
dew est de la forme [a, B]. De plus, sia est une valeur d’adhérence, alors il existe (u,(n)) qui converge
vers a et Up(ny41 = f(up(n)) converge vers f(a). Puisque (Up(n)11 — Up(n) tend vers 0, f(a) = a.
St < B, comme (uy(y)) converge vers a, alors il existe N tel que u,ny €], B[ et donc est un point
fize. On en déduit que la suite u est constante a partir du rang p(N) et o = 3, ce qui est absurde.
La suite a donc une unique valeur d’adhérence et comme [0,1] est un compact, on sait que la suite
est convergente.

Exercice 7. QQO** Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles que lim w, = lim v, = 400 et
n—-+oo n—-+4oo

lim wu, —upge1 =0.
n—-+4+oo

1. Soient e strictement positif, et ng € N tel que Vn > mg : |up+1 — un| < €. Montrer que pour tout
réel a > up,, il existe ny > ng tel que |a — u,, | < e
2. Rappeler la définition de la densité d’un ensemble dans un espace vectoriel normé.
3. Déduire de la question 1 que I'ensemble E = {u, — v, | (n,p) € N*} est dense dans R.
4. En déduire :
(a) La densité de ’ensemble F = {cos(In(n)) | n € N*} dans un espace que 1'on précisera.

(b) Les valeurs d’adhérence de la suite n — sin(m/n).

Solution 7. .

1. L’ensemble {k > ng, ur < a} est une partie de N non vide, car contient ng et est magjorée car

lim w, = 4+o00. On sait que le mazimum existe et on pose ny = max{k > ng, ur < a}. Par
n—-+oo

définition Up,+1 > a. On en déduit |a — up,| < |un, +1 —u,| <e.
2. Q est dense dans (E,|| ||) si w = E, c¢’est-a-dire pour tout = € E et tout € > 0, B(z,e) NQ # (.

3. Avec les notations du 1/ pour tout b € R, il existe p € N, tel que a = b+ v, > ng puisque

lim v, = 400. On en déduit qu’il existe nq tel que |a — up, | = |b — (un, — vp)| < e.
p——+o0

4. (a) On pose u, = lnn et v, = 2mn qui remplissent les conditions de ’énoncé. L’ensemble E est
dense dans R et donc f(E) est dense dans f(R) =[-1,1].

(b) On pose u, = my/n et v, = 2wn qui remplissent les conditions de ’énoncé. L’ensemble E
est dense dans R et donc f(E) est dense dans f(R) = [—1,1]. Mais ici, on demande les
valeurs d’adhérence : pour tout a € [—1,1], il faul construire une suite extraite (up(,)) qui
converge vers a. Pour cela, on procéde par récurrence en remarquant que si a # 1, pour

1

tout p > 0, Ja,a + —[Nf(E) contient une infinité d’éléments : sinon, le minimum y existe et
n

la,y[Nf(E) =0, ce qui contredit la densité de f(E) dans [—1,1]. Donc on prend p(0) tel que

1
Up(0) €la,a+1[ et si p(n) est tel que up,m) €la, a+ 5[, alors il existe une infinité d’indice k tel

1 1
que uy, €la,a + m[ On peut donc choisir p(n + 1) > p(n) tel que u,,41) €la,a + m[

On construit ainsi l'extractrice et par construction (uy,)) converge vers a.
, 1
Sia =1, on procéde de méme avec la — —, al.
n

Donc Uensemble des valeurs d’adhérence est bien [—1,1].

Exercice 8. *** Suites presque monotones.

1. Soit (uy) une suite de nombres complexes, et o un permutation de N. Montrer que (u,) converge
ssi Ug(n) cOnverge.

2. Quelles sont les suites réelles (uy,) telles qu’il existe une permutation o de N telle que la suite Ug(n)
soit monotone a partir d’'un certain rang?

Solution 8.



1. Par définition, la suite (u,) converge l si et seulement si pour tout € > 0, il existe N € N tel que si
n > N alors |u, — 1| <e.
Si o est une permutation de N, on pose N' = maxo~1((0, N]) et pour n > N', a(n) > N et donc
\ug(n) — 1| < e. Ce qui montre que (ug(n)) converge ausst vers l. Une preuve similaire montre que
si (un) réelle et tend vers +o0, alors (uq(y)) tend vers +oo.
Réciproque : fait le méme raisonnement avec o~ 1.

2. Si (ugp,) est monotone a partir d’un certain rang N, alors la suite a une limite | € R et (u,) tend
aussi vers | d’apres le 1/. On suppose la suite croissante : alors pour tout n > N, ugn) < 1. Il existe
au plus N indices i tels que u; > l. Enfin, s’il existe un nombre inifini d’indice i tels que u; =1,
alors la suite u,(y)) est constante a partir d’un certain rang, et donc (uy) aussi. Donc si (uy) n’est
pas stationnaire a partir d’un certain rang, alors l’ensemble des indices i tels u; > 1 est de cardinal
fini. Si la suite était décroissante, on aurait un nombre fini d’indices tels que u; <.
Réciproquement : on suppose (u) non stationnaire & partir d’un certain rang (cas simple); si
(un) a une limite | € R et si K = {i,u; > 1} (resp. K' = {i, u; < 1}) est de cardinal fini o,
alors on choisit o qui induit une bijection entre [0, — 1] et J, puis par récurrence forte o(m) est
choisi tel que Uy(y) = min(uq), j € N\ o([0,m —1]) (resp. max) et o(m) le plus petit indice
possible. Comme la suite admet | comme seule limite, (us(jy, j € N\ o([0,m—1]) est bien minorée
(sinon, on a sous-suite qui tend vers —oo) et le minimum existe, sinon, on aurait une sous suite
strictement décroissante et minorée, donc convergente vers !’ < 1. De plus, La suite ainsi construite
est croissante donc admet une limite, qui ne peut étre que l par hypothese. Il reste a montrer que o
est surjective : suppposons que n & o(N), alors par construction pour tout k, usu) < un <1 et en
passant a la limite I <1, ce qui est impossible.

Exercice 9. Calculer la limite des sommes (séries) suivantes :
1
1. sp = Tﬂ(\/l(n—1)+\/2(n—2)+~--+ (n—l)l);

2.ty = ’\L/(1+%)(1+%)><-~><(1+g);

n—1

s 1
3. U =In(1+ — _ .
" ( n)’; 1+ cos(3k/n)
Solution 9. . Ce sont des sommes de Riemann. Tiercé gagnant : g, %, 7 tan %
Exercice 10. Calculer
u km " cos kx " sin kx
—1)%cos —— puis t :
D_(~DFeos== puis 3 TSt > G
k=1 k=0 k=0

lorsque ces expressions sont bien définies.

n

Solution 10. . Indication générale : se ramener d des sommes de complexes du type qu. Rappel de

. . k=0
cours : On pose C,, = Zcos(a + k), C, = Zsin(a +bk) et T, = Cp, +iSp. On a Re(T,,) = C,, et
k=1 k=1
Im (T},) = Sp. Puis on calcule
n n . (n41) . (n+1) . (n+1)
. ) _ 1 — etnt1)d  eTEb o i b
T — ez(aJrkb) — ¢la (ezb)k — ¢l ‘ — ¢la : : :
et finalement
(g sin 2ELD n \ sin 2y n N\ sin 2y
T, = ez(“+5b)'72b = cos (a + —b) —2—+i (a + —b) —
sin 5 2 sin 5 2 sin 5

d’ot les valeurs de C,, et Sy,.



1/ En particulier, sia =0 et b = il + 7, alors C,, s’écrit
p
P P
k k
Zcos (ﬂ + k7r> = Z(—l)k cos —77,
k=1 p k=1 p

car cos(x + km) = (—=1)¥ cosz pour tout x € R et tout k € Z. On trouve alors facilement la valeur de
l’expression demandée.

2/ De méme, on calcule

iw \ 1 einm
n . n i n i k _ € -
coskxr  sinkx etk e’ 1 ( cos @ ) 1 cos" 1 ¢
Tn = E — —+ 1 % = E Z = E = = = S .
COoS™ I COos™ X COS™ T COsS T 1— € .sSmx
k=0 k=0 k=0 coszx ——
COST

Uavant derniére égalité étant la sommes des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison
e’Laf

coszx
Pour terminer le calcul, on prend la partie rélle et la partie imaginaire de T, et on obtient

zn: coskr _ sin(n+ 1)z ot i: sinkx  cos"™'x —cos(n+ 1)z

)

cos*z  sinxzcos™z . cos® z sin x cos™ z

lorsque ces expressions sont bien définies.

Exercice 11. * Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général est :
L.2yn—vn+1—yn—-1
5 In(n+1) —Inn
Vari-vm
3. "Wn+1-3/n

Solution 11. . 1. 2\/n —+/n+ \/ﬂlﬁ(?\/l*f’;\/l).

Or, 1+z)*+(1—-2)*=2x (1+O‘(a21)x2) ~ ala—1)x?.

3

1
On en déduit que 2/n —vn+1—vn—1~ ——
dn+/n
In(n+1)—Inn In(1+1/n) 1/n 2

Vir T a1 12

8. On calcule

In(n+1) Inn
"n+1-3/n et —enm

~ n+1 T n
In(1 4+ %) —Inn
N n(n+1)
N Inn
n2

Exercice 12. * Déterminer la limite des suites (u,,) suivantes et un équivalent, si nécessaire :



1. un:m/ln(l—l—n%ﬂ)

2. uy = (1 + sin %)n
nVntl

I
) _ 1
Solution 12. . 1. up =n 1n<1+n2+1)’v”\/;~1'

2. Uy = (1 + sin %)n = exp [nln (1 + sin %)]
Ornln(l—l—sin%) ~nsin—~nx—~1.
n n
Par continuité de la fonction exponentielle, on a In (1 + sin %)n ~ e.

vl xp (vVn +1lnn
e~ SRR e ([T - /2] ).

Puis, exp ([\/ﬁ 1+ % - 3/2] lnn> ~exp ([vr(l14+0(2)) —3/2] Inn) ~ exp ([yn — 3/2]Inn).

Donc la limite de (u,) vaut +oo.

3. u, =

Exercice 13. ** Soit (a,,), -, une suite de nombres réels positifs, et 1o un nombre réel strictement positif.

On pose
Sn = Z ag
k=0
Et on définit la suite (uy),,~o par la relation de récurrence
Lo
Un41 = iun + 5 Uy, + an

Montrer que les suites (uy,),,~q et (Sn), >, sont simultanément convergentes.

Solution 13. . Pour tout k > 0, ug, > 0 (récurrence immédiate) et

2
ar = (2up41 —ug)” — ui
= dupqr (up+1 — ug)
Comme par hypothése, a, > 0, on en déduit que la suite (uy,) est croissante. De plus,

n

n
0 <wug Z(Uk-i-l —ug) < Sy < Upta Z(Uk-i-l — ug)
k=0 k=0

En simplifiant les sommes télescopiques
0 < ug(upy1 —uo) < Sn < Unp1(Ung1 — Uo)-

Si la suite (uy),~, converge, linégalité partie droite montre que (Sy) est bornée, et comme série q
termes positifs, est convergente. Si (S,) converge, alors la partie gauche de linégalité montre que (u,)
est magjorée, et comme elle est de plus croissante, on en déduit qu’elle est convergente. Ce qui termine la
démonstration.

2 Suites récurrentes

Exercice 14. O* Soit la suite (u,) de terme générale tel que ug > 0 et

Un,

Upp1 = ————.
i 1+ nu2



1. Etudier la convergence de (uy,).
1

2. Montrer que pour tout n > 2, ona 0 < u, < —.
n

3. En considérant la suite <

— ) trouver un équivalent de (uy,).
Up+1 Up,

Solution 14. .

1-2 On commence par étudier pour tout n > 1, la fonction f, : R} — R, x — TxQ est dérivable et
nx
1 (@) 1+ nz? — 2na? 1 —na?
x) = = .
" (14 nx?)? (14 nx?)?

1 1 1
On en déduit que f,, admet son mazimum absolu en et f () =

Vi vn 2%5'

De plus, f est strictement croissante sur [0, —] et donc est majorée par sur cet intervalle.
n

+1
1
Montrons par récurrence que pour n > 2, 0 < u,, < ] et que (u,) est décroissante.
n
1 1 U2
Initialisation : on calcule w1 = ug > 0 et ug € f(R%) =]0, —=| =]0, =]. De plus, — < 1 donc,
1 0 2f(+)]2ﬁ]}2] p ”

Ug < U7.
. L . 1
On suppose que la suite est décroissante jusqu’au rang n et que 0 < u, < —.

Up+1 - 1
Up 14+ nu?

D’aprés Uétude de f,, on en déduit que up+1 = frn(u,) €]0, . De plus, <1,

n 4+ 1]
donc up+1 < un. Ce qui termine la récurrence.

1
— — = nuy. Il faut montrer
Up 41 Up,
que (v,) admet une limite finie non nulle. Tout d’abord, pour tout n € N™, v, > 0, car (u,) est

décroissante postive. Puis, (v,) est croissante pour n > 2 car

8 On utilise la technique de lemme de l’escalier. On pose v, =

Upnt1 —Vn = (N4 Dupt1 — un
(n+ 1uy
1+ nu?
1—n2u?
1+nu2

n

= up X

1
et comme uy, €]0, =], Vp41 — vy > 0.
n
1
La suite (up,) n'est pas constante car uy,, €]0, —], donc la suite (vy,) n'est pas la suite nulle. Enfin, la
n

suite (v, = nuy,) est majorée par 1 car 0 < u, < —. On en conclut que la suite (v,) est convergente
n
et converge vers a > vy = 0.

n . N
~ — et de l'autre par Césaro a
Up+1 a

On somme entre 0 et n : du premier coté c’est équivalent a

an, donc a = 1.

Exercice 15. * Soit ug €]0; %[ et Upy1 = (1 — up)up.

1. Etudier la suite (Un)n>0-

1
2. Montrer que 0 < u, < ——.
n+1
1

— —), trouver un équivalent de (uy).
Un+1 Un,

3. En considérant la suite (

Solution 15. .



1. La fonction x — x(1 — z) est strictement croissante sur ]0, L[, donc upi1 €]0, f(un)[. De plus,
Un+1

=1—-u, < %, la suite est décroissante et tend vers 0.
un

1 1 1
2. Par récurrence, pourn =0, on a ug < = < 1, puis si u, < ——, alors 0 < up41 < f =
2 n+1 n+1

n < 1
(n+1)2 " n+1°
3. On calcule

1 1 1 1 1
—— . — = 1
Upt1  Up  Up(l—wy) w, 1—wu, nooo

. . . . 1
On en déduit par Césaro, lemme de l’escalier ou encore par sommation des équivalents que — ~ n.
n

Finalement, u, ~ —.
n

Exercice 16. ** Trouver les applications de [0; +00[ dans lui-méme telles que
Yz >0, fof(x)==6x— f(x).

Solution 16. . On a une solution évidente : g(x) = 2x. On montrer que c¢’est la seule : Soit x > 0 et on
étudie la suite xp11 = f(x,) avec xog = x : Tpig = 62, — Tpy1. On en déduit que x, = A2™ + B (—3)™.
Mais comme f est a valeurs dans Ry, on a nécessairement B = 0 et x,, = 2"x. En particulier, f(x) = 2z.

Exercice 17. ** Soit f une fonction définie au voisinage de 0 et admettant un développement limité en
0 de la forme :
f(z) =z + \aF + o(zF)

avec k € N, k > 2 et A # 0. On suppose que la suite (u,,)n>0o définie par sa valeur initiale ug et la relation
Unt+1 = f(uy) est bien définie et converge vers 0. Montrer que u,, est de signe constant pour n assez grand

et que 'on a
1 1

(k= DANFT i

1, la convergence de un+1 = f(u,) est lente. On a le

|| ~

Solution 17. . On est dans le cas ou f'(0

developpement Jungi| = [un| (14 MukE=t + o(uk=1)) pour n assez grand. On calcule pour v > 0
1 11 —rAuk—1 + o(uk~1)
[unt1]™  Junl™ || 1 +rust o(u’fl 1’

Cette suite admet une limite finie non nulle si on a v =k — 1. Dans ce cas, la limite est nécessairement

positive, sinon tendrait vers —oo. On en déduit qu’elle vaut (k—1)|A|. Et on conclut avec le lemme

||
de Uescalier.

Exercice 18. O* (Un calcul asymptotique)
1. Pour n € N, montrer qu’il existe une unique solution en x de tanxz = x dans lintervalle |nm —
%,nm + Z[. On la notera .
2. Montrer que x,, ~ nmw.
3. On pose x, = nm + y,. Calucler tanz,, et en déduire que z,, = nm + 5 +o(1).

4. Recommencer autant que nécessaire pour montrer que

+2 1+ ! + (1)
Tp =N _ = — ol —%).
Ty T an T 22 n?2

Solution 18. .



o
nmw — g"_ g a pour limite —oo de méme qu’en nm — 5~ sa limite est +0o. Le théoréme des valeurs
intermédiaires nous dit que g s’annule en un point x,, €lnw — F;nw+ 5. De plus ¢'(x) = tan?z > 0
et donc est strictement croissante ; ainsi x,, est uniquement déterminé.

1. Il suffit de remarquer que la fonction g(x) = tanx — x est continue sur |nm — T;nm + 5[ et en

jus s Tn
2. Onanm— 5 <xp, <nm+ gy

5, et en divisant par nw, on vérifie facilement que
c’est-a-dire que x, ~ nm.

converge vers 1,

T+ Yn
tanyy,
tend vers +00 quand n tend vers +o0c. Par continuité, on en déduit que y, converge vers 5 puisque

Yn €] —5; 5[, et donc x, —nm — 7 converge vers 0. Ce qui par définition s’écrit v, = nm+ 5 +o(1).

3. On pose x, = nmw + yy,. Alors tan(y, + nr) = { (car tan(a + w) = tana). Donc tany,

4. Comme suggérer dans l’énoncé, on recommence deux fois pour obtenir le résultat désiré :
nT+ 5+ 2n

Ty -
_ cotan z, (car tan(a+ %) cotana).

i) On pose x, = N+ 5 + 2y, el tan(nm + 5 +2,,) = {

COS Zp, -1

COS zp, ,
~ —. Ce qui est
nmw

Donc sin z,, = zn) tend vers 0, d’ot z, ~ sinz, ~ —

nw+ 5+ 2z, nr+ %
s . 1 _(Ly— (L
equwalen/t a.zn.—i—ﬁ—o(m)—ogn = X
On en déduit bien que T, =nm + 5 — = 40 ()
3 o Cos 2,
i) On recommence en posant z, = = +t, : on reprend égalité sin z, = —————— et on

nmw+ 5 + 2
calcule des développements en o (25) :
Tout d’abord

1
) car sinz=z+o0(2%) ett,=o0(-).

1 1 1
sin(— +t,) = — +t, +of -

nm nm n?
Ensuite cos(= +t,) =14 0(L) carcosz =1+o0(z) et

1 1 1 1(1 1+ ( )) Fo()
_ = = — (1 - — 4 o0(—)) = — — o(—).
nT+ 5 + 2 mrl—i—ﬁ—i—o(%) nmw 2n n

Et on obtient finalement on obtient le résultat désiré :
1

_ +7T 1+ n (1
In =17 2 mn  2mn? © n2

3 Généralités sur les séries

Exercice 19. ©O* On considére une suite décroissante de réels positifs (a,,) telle que la série correspondante
> ay, est convergente. Montrer que la suite (na,) converge vers 0.
La réciproque est-elle vraie 7

Solution 19. . La suite (S,,) est convergente, donc S, — Sy, tenv ders 0 : Ve, AN tel que sin > N,
€ > |52n - Sn| = Q2 +--- 4+ A2n—1 Z nazn

n
puisque (a,) a termes positifs et décroissante et donc (—ay) tend vers 0, d’ot le résultat.

1
zlnx

—+o0
La réciproque est fausse Y o diverge : de méme nature que /
nlnn 9

Exercice 20. * Soit (a,),>1 une suite & termes positifs telle que la série Zai est convergente. Soit o
une bijection de N* dans lui méme.

1. Montrer que la série Z anGgq(n) €st convergente.

2. Pour quelle(s) permutation(s) la somme est maximale.

10
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FIGURE 1 — Illustration du calcul : la fonction tan et la droite y = x sont représentées

—+o0
2 ) et on magjore les sommes partielles par Z ai et on

1
Solution 20. . On écrit que anag(n) < —(a? + Uy ()

2
a €galité ssi an = g(n), c’est-a-dire 88 an > Gg(n) est [identite.

n=1

Exercice 21. O** Soit Y u, une série convergente de 'evn F, et o une permutation de N telle que
o(n) — n est bornée. Montrer que ) u,(,) converge de méme somme que »  U,.

Solution 21. . On suppose o(n) —n est bornée par M.Donc pour tout € > 0, il existe n > N > M tel que

lun| < e. Comme
[0,n — M] C o([0,n]) C [0,n+ M],

n n n+M
on en déduit que Zuk — Zu"(k) < Z lug] < (2M + 1)e. Et donc les deux sommes de méme
k=0 k=0 k=n—M

nature et si elles convergent, elles ont méme limite.

Exercice 22. ** Soit Y  u,, une série telle que, pour toute suite convergente v,,, la série > u,v,, converge.
Montrer que Y u, converge absolument.

Solution 22. . Procédons par contraposée : supposons que Zun n’est pas absolument convergent. On

p(n+1)—1
construit par récurrence une extractrice p telle que Z luk| > n et pour k € [p(n), p(n + 1) — 1],
k=p(n)
sgn (ug) plntl)-1
on pose v = 2% La suite v tend vers 0 et par construction Z upvg > 1 et donc la série
n
k=p(n)

Zunvn est divergente.

Exercice 23. Soit f de classe C! sur [0, +oo] telle que f0+°° |f/(x)| dz converge. Montrer que la suite

n

n+1
0w =Y )= [ fa)is

k=0
+oo “+o00
converge. En déduire que Z f(n) et / f(x)dxz ont méme nature.
n=0 0

11



Solution 23. . Si v, = f(k) — fk]Hl f(z)dz alors o, = ka.

k=0
Une intégration par parties dans l'expression de vy donne

k+1

k+1
ok = F(k) — [(& — (K + 1) (@) + / (& — (k+ 1) (2)de = / (& — (k+ 1) f'(2)de

done |vg| < [F e — k= 1|/ (2)|de < [T | f/(2)| da.

Ainsi, ka est absolument convergente et donc la suite (o), converge.
k

n n+1
On en déduit que les limites de Z f(k) et / f(z)dx ont méme nature.
k=0 0

xr
1l reste a vérifier que si la série est convergente, alors liT ft)dt existe. En effet

x [=] T
/ f()de = fx)yde+ [ f(t)at.
0 0 2]

De plus, f(z) = / f't)dt+ f(0). Lintégrale de f' est absolument convergente, donc converge et f admet
0

une limite en 400, qui ne peut étre que 0 car la série Z f(k) est supposée convergente.

k
T

Ainsi, pour tout € > 0, il existe A € R, © > A implique |f(z)| < £; en intégrant : fdt| <
Edl

/ |f(t)|dt < e. Par définition, on a montré que lim f(®)dt =0.
L

z) T—r+00 |z

4 Comparaisons

Exercice 24. O* Nature de la série de terme général
1 2
Up = T + —(an® + Bn+7)
1 n

suivant les valeurs de «, 3 et v des réels.

Solution 24. . Calculer un dévelopement asymptotique de u, :

1
en 1 1
I Mramog Tt

1 1 1 1 1 1 1
=1 1o (ot )b (ot —)2 = ()3 —
T ( (2n+6n2)+(2n+ 6n2) (2n+6n2) +O(n3)>

1 1 1 1
On trowve u, = (1+ a)n + (5 +8)+ (ﬁ + V)E + O(n?)
La série est convergente ssi a = —1, f = —5 ety = 13

Exercice 25. (* ** ** ***)Etudier les séries de terme général :

a

(o 1Y e — i n (Y i !
a) un_<nsmn> e b) u, = sin {w(2+\/§)} c) Uy = <n—|—1> , a € R d) sin(men!)

12



. .1 1 1 1 1
Solution 25. . a) On calcule n? Inn sin ~= n?In(1 — o) + O(H)) =3 + O(n2) On écrit

e emio(B) -1 “o(3)

et donc la série converge.

b) On écrit

n Ln/2]

(2—\/5)”+(2+\/§)”=Z<Z 27+ [V3' (-1)F + V3| =2 Z ( )2" 2gk — 9N
k=0

donc u,, = sin [TF(QN (2 —3)" ]

¢) écrire u, = exp(—n®In(l+ 1) =

a > 1, alors

—(2 = V/3)"1 donc converge absolument.
(=

exp(—n?t +0(n2); sia <1 la série diverge grossiérement et si

na—l na—l
lim n?u, = lim <n2 exp(— 3 )) <exp(— 5 + O(na_2)> =0
et donc la série a termes positifs converge car est un O(1/n?).

). Or

"1
d)On a u, = sin (7r ln'z o +nlR,

|
n'z '+—+ +ﬁ+n(n71)+n+l:2N+n+1éu":(71)”+lsinn!Rnﬂ'

Montrons que n!R,, est décroissante (positive) et tend vers 0 : pour cela

[eS) k
1 1 1 1 1
'R — e < = —
n+1<n " n—|—1+(n—l—l)(n—|—2)+ _2(71—&—1) n

< (n—1!R,_1. La série est une série alternée, donc converge.

d’ou n'R,, <

1
n

on 3+1

Exercice 26. O* Calculer Z
k=0

Solution 26. . On vérifie que Untl

1 .
~ — donc la série converge.
n

n
On écrit 2n3 +1=2n(n —1)(n —2) +6n(n —1)+2n+1, dou

Wod 41 X
> - :22 +6Z Z ++Z ;= 1le
k=0 k—S

et > u, = 1le.
, 1
Exercice 27. QQO** Etudier la nature des séries de terme général u,, = cos (nzﬂ'ln(l — )) et v, =
n

sin(2my/n? + (=1)7).
Solution 27. . On calcule

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 O O
1 1 - - — - - - a - = — - - — — T a
" ( n) " (n 2n2  3n3 <n4>) "T2 5m <n2>

Donc

13



On en déduit que E uy, converge, comme somme d’une série alternée convergente et d’une série absolu-
ment convergente.
On calcule

2r/n2 + (=1)") = 2mn {1+(;12)n]1/2

= 2mn {1 + (;72” +0 <n14)]

= 2nm+ (_2% +0 (1>

ns3 n?
convergente et d’une série absolument convergente, donc converge, mais pas absolument.

—1)" 1 —-1)" 1
On en déduit que v, = sin [QTW + &bt +0 (>} = (=1)"m +0 < >, somme d’une série alternée
n n

Exercice 28. O* Etudier la série de terme général u,, = a € R,.

annn’

Solution 28. . On calcule

U 1 n" 1 1 " 1 1
(1Y [ b
Un la| — (n+ 1"t o] \1+ 5 |al n
. Un+1 1 s B . 1 ;.
Done, lim = —. Le critére de D’Alembert, montre que si |a] > —, alors la série converge
n—+oo | Uy, elal e
1 U 1 1
absolument et si a > —, alors ntl > 1 carln(14+—) < —. Dans ce dernier cas, la série est grossiérement
e Uy, n n
1
divergente. Donc Zun converge ssi |a| > —.
e

2

Exercice 29. O** Nature de la série de terme général u,, = arccos(2 arctann?).

) 1 ™ ) o,
Solution 29. . On se rappelle que pour tout x > 0, arctan x + arctan — = 3 La suite peut ainst s’écrire
T

2 1
u, = arccos ( 1 — — X arctan — -
T n

On étudie cosu,. En effet, cos(u,) = 1 — 2 arctan % qui tend vers 1, donc 1 — cos(u,) = 2 arctan

2 2 ,
u s . - .
donne <+ ~ # et u, ~ ——=; la série diverge. Etudier cos u,,.
n\/’TT
2
— 2 1 : _ 2 1 Uy 2
On a cos(u,) = 1 — = arctan 5 qui tend vers 1, donc 1 — cosu, = =Zarctan .5 donne 5+ ~ —= et

Uy, ~ ; la série diverge.

2
n\/m
5 Autres

Exercice 30. O* On fixe ug = a € R et up 41 = (uy, — u2)/2.
1. Montrer que la suite (u,) converge vers 0 si et seulement si a €] — 1;2[.
2. Montrer que la suite (u,,) prend la valeur 0 ssi a =0 ou a = 1.

unJrl , . ;.
et en déduire que la série de terme

3. On fixe a €] — 1;2[\{0, 1}. Calculer la limite du rapport

Un
général u,, converge ssi a €] — 1;2].

Solution 30. .

1. La suite est de la forme upt1 = f(u,) avee f(x) = TTT g(x) = flx) —z = — . la

fonction g est positive sur [—1,0] et négative sinon.
Les variations de f sont

14
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L’image par f de ]2,+o0| est | — oo, —1[ qui est un intervalle stable. la fonction g est alors négative,
done (uy) décroissante, elle ne peut converger car f n’admet pas de point fixe < —1. La suite (uy,)
tend donc vers —oo pour a €] — 0o, —1[U]2, +o0].

Sia = —1, alors la suite est constante et si a = 2, alors la suite est constante a partir du rang 1.
Si a €] — 1,0] intervalle stable de f et sur lequel g > 0, la suite (u,) est croissante et converge car
bornée vers l'unique point fixre > 1, donc vers 0.

De méme, si a € [1,2[, up €] —1,0] et la suite converge vers 0. Enfin, si a € [0,1], alors lintervalle
est stable par f et g est négative sur cette intervalle, la suite (uy) est décroissante et tend vers 0.

2. Le tableau de variations montre que O est atteint en 0 et 1 et que 1 n’est pas atteint, d’ou le résultat.

3. La suite (uy) tend vers 0, u, # 0 et & partir d’un certain rang

unJrl
Un

1 —uy,
2

1
qui tend vers 3 Le critere de D’Alembert s’applique.

Exercice 31. *

1. (a) Montrer que, pour tout i > 2,

i i+1
/ lntdtglnig/ Intdt.
i—1 i

(b) Montrer que, pour tout entier n > 1,
n n
/ Intdt <In(n!) < / Intdt+ Inn.
1 1

2. Pour tout x > 0, calculer F(z) = [[" Intdt.

3. En déduire que In(n!) est équivalent & nln(n) lorsque n tend vers +oo.

Solution 31. .

1. (a) Soitt € [i —1,i]. Alors, puisque la fonction logarithme est croissante, on a
In(t) < In(i).

On intégre cette inégalité pour t parcourant [i — 1,4] :

/11 In(t)dt < /11 In(i)dt = (i — (i — 1)) In(i) = In(3).

La deuxiéme partie de l’'inégalité se prouve exactement de la méme facon, en remarquant que
pour tout t dans [i,i+ 1], on a
In(i) < 1In(t).

(b) On commence par sommer 'inégalité de droite pour i allant de 2 jusqu’a n. Par la formule de
Chasles, le membre de droite est

/lzln(t)du/jln(t)dwr...+/nn11n(t)dt/lnm(t)dt

15



Le membre de gauche vaut lui
Zln(i) =In <H z) = In(n!).
i=2 i=2

On somme ensuite la seconde inégalité pour i allant de 2 a n — 1. On trouve

In((n—1)) < /; In(t)dt < /f In(t)dt,

puisque la fonction In est positive sur [1,2]. Il suffit ensuite d’ajouter In(n) de chaque cété de
l'inégalité pour obtenir le résultat demandé.

2. On réalise une intégration par parties, écrivant In(t) =1 x In(t), d’ou
* 1
F)=1t@))f—- | tx ;dt:xlnx—x—i—l.
1

3. Des deux questions précédentes, on tire
nlnn—n+1<In(n!) <nlnn+lnn—n+1

soit encore ) ] | | )
—nt+l_ n(n.)<1+ nn—n-+ .

1+ <
nlnn

nlnn — nlnn
In(n!)
nln(n)
bien que In(n!) est équivalent & nln(n) lorsque n tend vers +oo.

tend vers 1 quand n tend vers +o00. Ceci signifie

Par le théoréme d’encadrement des limites,

Exercice 32. * Calculer la sommes des séries suivantes apres avoir justifier leur convergence :

1 1 2n —1
1/Z:n(n—l-l)’ Q/Zn(n—l)(n—Q)’ 3/Zn(n2—4)'

1 1 1
Solution 32. . Pour le 1/, ———— = — — —— donc la série est téléscopique, elle converge de somme
nin+1) n n+l

le premier terme : 1.
Pour le 2/, c’est le méme principe :

5 1 _l2, 112 11 1/ 1 1
nn—1)n-2) n n-1 n-2 2\n n-1 2\n—-1 n-2

somme de deuz suites téléscopiques, donc converge, La somme est la différence des deux premiers termes

- 1
l in=3!):—+-=-.
(la somme commence d n ) 1 —|—2 1

Le principe reste le méme pour le 3/ :

2n—1 14, 38  5/8_3( 1 1Y),
nn2—4) n n-2 n+2 8\n-2 n

donc > uy, est une somme de 4 séries téléscopiques!

la série harmonique.

T =

n
Exercice 33. O* Soit H,, = Z
k=1

+o0o 1

1 1
Exprimer ]; Y] en fonction Ha,, et §Hn et en déduire que ; i =2(1—-1n2).

2k + 1)

16



=~ 1 1
Solution 33. . On t S:E =Hy, —-H, -1 .
olution n trouve Sy k:12k+1 2 54 +2n+1
1 1
0 t —_ = — d’ou
n montre que K2k 1) k+2k—|—1’ ou

n 1 ) .
;manfQSn—lnn+’y+o(1)72(1n271+57+0(5)72(1—1112),

ot U'on a utilisé Hy, =1nn + v+ o(1), v la constante d’Euler.

Exercice 34. **

c
1. Soit (un)n>0 une suite telle que w41 — wy ~ — avec a >l et ¢> 0.
= n
—c

Montrer que la suite u,, converge vers une limite [ et on a u,, — [ ~ W
a—1)no—

"1
2. Rappeler la démonstration de H,, = E P Inn+v+o0(1)
k=1
1 1
(a) Poser v, = H,—Inn—~ et calculer un dl de v,,+1 —v,,. En déduire que H,, = In n+’y+2——|—0(7).
n n

1
(b) Poser w, = H, —Inn — v — 5 et calculer un dl de w,, et recommencer... en déduire
n

Hy—Inntryt -y 1 Loy
n=1nn — — — o(—
T on T 1202 T 120mf 25206 O\no

Solution 34. .

1. C’est du cours : On sait que si v, ~ wy, des séries a termes constants et si g wy, converge, alors

les restes E Vg ~ E U, -

n

k>n+1 k>n+1
N
Mais si vy, = (Upy1 — uy) alors Z Uk = UN41 — Upt1. Comme limu,, = [, on en déduit que
k=n+1
Z v = | — upy1. D’autre part, le reste d’une série de Riemann convergente est équivalent a
k>n+1
1
n®~ L. On en déduit le résultat.
a—1
2. 0 H, -1 t leul 1 1(1+1) % 1(1+1)
. On pose u, = —Inn et on calcule u — Uy, =———1In —) = —In —).
p " " T 1 n 1+1 n
2 1
Le développement en O : v In(l+z)= —% + o(x?) nous donne w41 — Uy ~ ~53 1
On sait donc que Zunﬂ —u, converge vers un réel 7y et que le 1/ nous dit que v, = Uy —y ~ o
n
d’ou le résultat.
3. On recommence avec
In(1+ 1) + ! ! + !
w —w, = —In — — —
i " n’ nmn+1l 2(n+1l) 2n
1 1 11
= —In(1+ — - x —= - X —
PR Rk o e R
) 1 x 1 3 3
Et le développement en 0 de —In(1 4 x) + = X +-—x=—+o0(z) en 0

2 14z 2 6
1

0 déduit ~ —
n en déduit que wy, 122

17



4. On continue...

+oo
Exercice 35. ©O* Calculer de deux manieres différentes Z(n + 1)37" (avec un produit de Cauchy ou
n=0
une série géométrique).
n

Solution 35. . Méthode rapide : Calculer Zxk, puis dériver les deux expressions et appliquer le résultat

k=0
ax=1/3.
+o00 +o00 n
Awec le produit de Cauchy : Z(n +1)3™ Z (Z F s k)
k=0 k=0

Exercice 36. * Soient (a,b) € C? tels que |a| < 1 et |b| < 1. Prouver que

+oo
1 an+1 _ bn+1 )
1-a)1-b) nz_% a—b stazb,
1 +o0
m = Z(n+1)an Sia:b.
n=0

Solution 36. . D’apres la formule classique pour les séries géométriques, on a

1
LeYea -y

n>0 n>0

Ces deux séries sont absolument convergentes puisque |a| < 1 et |b] < 1. On peut faire le produit de
Cauchy et donc on obtient que

1 1 - _
1iaxm22wn avecwn:’;)akb" k.

n>0

Si a = b, on trouve directement que w, = Zk oa" = (n+1)a™. Sia # b, alors il faut utiliser la
factorisation

a" Tt —pntl = (a—0b) Zakb” k

qui domne le résultat.

Exercice 37. *** Soit (u,) une suite numérique. Pour tout n € N, on pose

n

Uy = 2% Z?kuk.

k=0

1. On suppose dans cette question que la série > u,, est absolument convergente.
En observant un produit de cauchy, montrer que la série > v,, converge et exprimer sa somme en
fonction de ) uy,.

2. On suppose dans cette question que la suite (u,) tend vers 0. Déterminer la limite de (vy,).

3. On suppose dans cette question que la série ) w, converge. Montrer la convergence de > v, et
déterminer sa somme en fonction de celle de Y uy,.

1
Solution 87. . 1/ 7_ 0 2 S uk est le produit de Cauchy des séries de terme général uy et ok

2/ Utiliser des € pour montrer que (vy,) tend vers 0 : pour n > N

[on] < 5 Z 2K |uy,| + o Z 2F | u |

18



3/ On calcule

n N NN N
ZanZQZJEkZukZQn—k2Zuk(1 oN= k+1) 22“’“ ZQN R

n=0 n=0 k=0 k=0 n=~k k=0 k=0

D’aprés la question précédente, le terme de droite tend vers 0 et donc la somme des v, tend vers 2 fois
celle des u,,.

19
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