Chapitre XV Calcul différentiel

On étudie dans ce chapitre des fonctions d’un evn E vers un evn F' de dimensions finies dim E = p et
dim F' = n. Quitte a choisir une base de E et une base de F :

— cela reviendra a étudier une fonction de R? vers R™ qui associera & chaque point (z1,---,z,) € RP
un vecteur f(xq,---,x,) € R™;

— on sait que toutes les normes sur F, resp. sur F', seront équivalentes et que, d’apres le corollaire 19
du chapitre XI, une fonction sera continue ssi chacune de ses coordonnées dans la base de F' est
continue.

On appelle ces fonctions des champs de vecteurs : le champ électrique, le champ magnétique, un
champ de gradients (figure XV.1), etc. En particulier, si dim F' = 1, alors on parle de champs scalaires : la
pression, la température, I’altitude, etc.

XV.1 DERIVEES PARTIELLES

DEFINITION 1
Soient un ouvert D C R? et une fonction f : D — R, (x,y) — f(x,y). Soit un point (a,b) € D.
1. Si Wb b
hmf(a+ 7)_f(a7)
h—0 h

existe et est finie, alors ce nombre réel est noté 9, f(a,b) ou %(a, b) et est appelé la premiére dérivée
partielle de f en (a,b).

2. Si

i F(@:b+R) = f(ab)
k—0 k

existe et est finie, alors ce nombre réel est noté s f(a, b) ou g—i(a, b) et est appelé la deuxieme dérivée
partielle de f en (a,b).

3. Soit i € [1,2]. Si 9;f(a,b) existe pour tout (a,b) € D, alors la fonction 0;f : D — R est appelée la
i—eme dérivée partielle de f.

4. On dit que la fonction f est de classe C! sur D si les 2 dérivées partielles 0 f et O, f existent et sont
continues sur D.

EXERCICE 2 (Une fonction qui possede des dérivées partielles mais n’est pas continue) Soit la fonction

f :R? = R définie par

faw)= g i (@) #0,0) e f(0,0)=0

Montrer que la fonction f posséde des dérivées partielles 01 f(0,0) et 92f(0,0) en (0,0) mais que f n’est
pas continue en (0,0).

EXERCICE 3 (Une fonction qui posséde des dérivées partielles non continues) — Soit la fonction f : R? — R
définie par

f(x,y):a:QSin(y) si x#0 et f(0,y)=0.

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Montrer que les dérivées partielles 01 f(x,y) et Oof (z,y) existent si x # 0 et les calculer.
3. Montrer que les dérivées partielles 01 f(0,y) et 2 f(0,y) existent et les calculer.

4. Montrer que la fonction f n’est pas de classe C'.
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CHAPITRE XV. CALCUL DIFFERENTIEL

THEOREME 4 (Formule de Taylor & Young & l’ordre 1)
Soient un ouvert D C R? et une fonction f : D — R. Si f est de classe C!, alors, pour tout (a,b) € D,

f(a + ha b+ k) = f(a7b) + half(av b) + k82f(aa b) + H(ha k)||5(h7 k)

ou e(h, k) ( — (0,0).

h,k)—0

Preuve —
f((l+h,b+k)*f(a,b) = f(a+h7b+k)7f(a7b+k)
+ f(a7b+k‘)7f(avb)
On applique le théoréeme des accroissements finis a chaque différence :
fla+h,b+k)— f(a,b) = hoif(a+01h,b+k)
+  kO2f(a,b+ 02k),
olt 0 et A2 appartiennent & ]0, 1[. Or chaque dérivée partielle est continue (car f est de classe C1), d’ott :
f(a+hab+k)7f(aab) = h[alf(avb)+51(hak)]
+ k [82f(a7 b) + EQ(hv k)} 3
ot €1 (h, k) et e2(h, k) tendent vers zéro quand (h, k) — (0,0).
D’ou f(a+ h,b+ k) — f(a,b) = ho1f(a,b) + kd2f(a,b) + he1(h, k) + kea(h, k).
Or |hei(h, k) + kea(h, k)| < |he1(h, k)| + |kez(h, k)| < Vh2 4+ k2 - (|e1(h, k)| + |e2(h, K)|). O

—0 ((h,k)—(0,0))

REMARQUE 5 — 1. (fonctions de RP vers R) Soit p € N*. De méme que les fonctions de R? vers R,
on peut étudier une fonction de RP vers R, définir ses p dérivées partielles O1f, ---,0pf si elles
existent et dire que la fonction f est de classe C' sur un ouvert U C RP si ses p dérivées partielles
sont continues.

D’apreés la formule de Taylor & Young, si la fonction f est de classe C' sur U, alors : en tout point
a=(a, - ,ap) €U,

fla+h) = f(a) + mdif(a) +- -+ hydp f(a) + [|hll(h),
ot h = (hi,--- ,hy) ete(h) QO;
2. (fonctions de RP vers R™) Soient p € N* et n € N*, un ouvert U C RP et une fonction

7y fi(x)
f:U=R" z2=]|: |~ :

Soit a € U. Si chacune des n fonctions f; : U — R, x+ f;(x) est de classe C* sur U, alors

Vie [1,n], fila+h)= fi(a)+01fi(a)hs + -+ Opfi(a)hy, + ||h]e(h).

Matriciellement :
&{m) e %{W)
fila+h) fi(a) ofila) - ,/1(a) hq e1(h)
N _ +n
fala+n))  \falo) Ofala) o Opfula)) N/, AW
f(a+h) f(a) Ji(a) h =(h)

124



XV.2. LA DIFFERENTIELLE D’'UNE FONCTION

DEFINITION 6
Soit f : U —= R", = (x1,-,2p) — (fl(x),-~- ,fn(x)) définie sur un ouvert U C RP. Si chaque
Ofi

5@

fonction f; admet p dérivées partielles en a, alors la matrice Jy(a) € My, (IR) définie par (Jy(a)),; =

pour chaque (7,7) € [1,n] x [1,p] est appelée la jacobienne de f en a.

Si n =1, alors la jacobienne est une matrice ligne avec p colonnes :

hy
0 0
flasn) = 5@+ (o - g@) | ¢ |+ il
P h
Si p =1, alors la jacobienne est une matrice colonne avec n lignes :
fit+h) fi(t) fi(®) e1(h)
: = = [+r| | +IAl :
fu(t+h) fa(t) fn(®) en(h)
———

I(®)

et f'(t) est le vecteur-vitesse.

XV.2 LA DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION

Dans toute la suite, E et F' sont des evn de dimensions finies p = dim E et n = dim F'. Si ’on choisit
une base de E et une base de F, alors on pourra confondre z € E et (x1,---,xp) € RP d’une part,
f(z) € Fet (fi(x), -, fa(z)) € R™ d’autre part.

PROPOSITION-DEFINITION 7
Soient U un ouvert de E, un point a € U et une fonction f : U — F. On dit que f est différentiable en a
s'il existe une application linéaire ¢, : E — I telle que

fla+h) = fla) + La(h) + |hlle(h),  obu e(h) — Op.
N—_——r h—0g
=o(h)

Si f est différentiable en a, alors :

(i) I'application ¢, est unique, on |'appelle la différentielle de f en a et on la note
by =df(a) : E—=F, h—~{,(h)=df(a)-h;

(1) les dérivées partielles de f en a existent et

p
Vh € E, df(a)-h=hi01f(a) + - hpdpf(a) = > _ hidif(a).
j=1

Preuve — Une premiére preuve de l'unicité : si Ly et Lo sont deux applications linéaires telles que f(a+ h) = f(a) + L1 (h) +

Ihlles (h) = f(a) + La(k) + [hllea(h), alors La(h) — L (h) = [hlle(h). D'ow, pour chaque ¢ € R, Ly(th) — Ly (th) = |[thlle(th).

Or La(th) = tLa(h) et Li(th) = tLi(h) car L1 et Lo sont linéaires. D’olt, pour tout ¢ € R*, Lo(h) — L1 (h) = ||h||e(th) P Op.
t—

D’ou La(h) = Li(h). C’est vrai pour chaque h € E, donc L1 = Lo.

Une seconde preuve de l'unicité : si f est différentiable, alors f(a + h) — f(a) = df (a) - h+ o(h). En particulier, si h = te;,
alors df (a)-h = df (a)-te; = tdf (a)-e; car Papplication df (a) est linéaire. D’out f(a1,- - ,ai+t, -+ ,ap)—f(ar, -+ ,a:, -+ ,ap) =
tdf(a) - e; + o(t). Donc Lot aitt ’apiif(al’m i 10p) = df (a) - e;, ce qui prouve que 9; f(a) existe et est égal a
df(a) - €;. Enfin, si h = hie1 + - - - + hpeyp, alors, par linéarité, df (a) - h = hidf(a) - e1 + - - - + hpdf(a) - ep, ce qui prouve a la
fois I'unicité et la formule de df (a) - h pour tout vecteur h € E. O
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CHAPITRE XV. CALCUL DIFFERENTIEL

EXEMPLE 8 —
1. La fonction f : M,(R) — M, (R), A A? est différentiable en chaque point A € M, (R) et

df(A) : Mu(R) = Ma(R), H s AH + HA = df(A) - H.

Preuwve — f(A+ H) = (A+ H)(A+ H) = A2 + AH + HA+ H? = f(A) + AH + HA + H?. Pour montrer que
le reste R(H) = H? est un o(H), choisissons une norme sous-multiplicative (équivalente & toute autre norme,
car Mp(R) est de dimension finie) : |R(H)| = ||[H?|| < ||H||?. D’ow R(H) = o(H). Donc lapplication linéaire
Mp(R) = Mn(R), H— AH + HA est la différentielle de f en A. O

2. Une norme || - || sur un ev E est toujours continue sur E mais n’est jamais différentiable en Of.

Preuve — On sait que toute norme est continue car 1-lipschitzienne (exemple 56 du chapitre XI). Mais elle n’est pas

différentiable en O car (par l’absurde) : s’il existe une application linéaire L : E — R telle que Vh € E, ||0g + k|| =

0|l + L(R) 4+ o(||k]]), alors L(th) + o(th) = L(—th) + o(—th), d’ou 2tL(h) = ||th|le(th), d’ou (en divisant par

2t) : L(h) = ||h||e(th) = 0. D’ow L(h) = 0. C’est vrai pour chaque h € E, donc L = 0. C’est absurde car, alors,
—

2]l = o(h). 0

EXERCICE 9 —
1. Soient H € M,,(R) et I, la matrice identité. Montrer que

det(l, + H) =1+ tr(H) + o(H).

2. En déduire que la fonction det : M, (R) = R, M > det(M) est différentiable en I,,. Quelle
est sa différentielle en I, ?

3. Soit A € M, (R) une matrice inversible. Montrer que det est différentiable en A. Quelle est sa
différentielle en A ?

PropoOSITION 10
f est différentiable en a = [ est continue en a

LA

f possede des dérivées partiellesen a %= f est continue en a

Preuve — D’apres la proposition 7, si f est différentiable en a, alors f posséde des dérivées partielles en a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a car f(a + h) — f(a) = df(a) - h + ||h||e(h) e Op. En effet,
—UE

||h||e(h) — Op. Et df(a) - h — df(a) - Og = Op. car df(a) est continue comme toute application linéaire sur un ev de
dimension finie. Mais I'existence de dérivées partielles n’implique pas la continuité (ni a fortiori la différentiabilité), comme

le montre 'exercice 2. O

REMARQUE 11 — Soient un intervalle ouvert I C R et a € I. Une fonction f : I — R est dérivable a si,
et seulement si, elle est différentiable en a. Et alors f'(a) = df(a) - 1.

Preuve — Si f est dérivable en a,
tim JOEN =IO 1o wion (a4 m) = (@) + b/ (@) + hew),

donc f est différentiable en a et df(a) - h = hf'(a). Réciproqguement, si f est différentiable en a, alors f(a + h) =
f(a) +df(a) - h+ he(h) et df(a) - h = hdf(a) - 1 car dfq est linéaire, d’ot M tend vers df (a) - 1 quand h tend vers
0, donc f est dérivable en a et f'(a) = df(a) - 1. O

DEFINITION 12
Si une fonction f : E — F est différentiable en chaque point a € U d'une partie U C E, alors on dit que f
est différentiable sur U et I'application

df : U — L(E,F), a~ df(a)

est appelée la différentielle de f sur U.

Si chacune des n fonctions f; est de classe C! sur U, alors on dit que f est de classe C! sur U.
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XV.3. LE GRADIENT

PROPOSITION 13 1. f est de classe C! sur U = f est différentiable sur U.

2. f est C! sur U si, et seulement si, f est différentiable sur U et sa différentielle df est continue sur U.

Preuve — D’apres la formule de Taylor & Young & I'ordre 1 (théoreme 4), si f est de classe C! en a, alors f est différentiable

en a. La récipoque est fausse, comme le prouve ’exercice suivant. La deuxiéme partie de la proposition est admise. O
EXERCICE 14 (Une fonction différentiable mais pas C1) — Montrer que la fonction f définie sur R? par
_ 29 _
fley)=2"sin— si (z,9)#(0,0) et f(0,5)=0

est différentiable sur R% mais n'est pas de classe C* sur R2.

EXEMPLE 15 — 1. La norme « deuz » définie sur RP par N(z) = (/2% + -+ x2 est de classe Ct sur
RP \ {ORP} et
Va € RP\ {Oms}, Vh ERP,  dN(a) - h = ‘2T
) ) N(a,) )

P
ou {a,h) = Zaihi est le produit scalaire des vecteurs a et h.

i=1
Preuve — Soit un vecteur non nul a € RP : 9;N(a) = e Y Goula fonction O; N est continue

2 a%—i-w-—l-a?, N(a)
P

sur RP\ {Ogp }, donc N est de classe C' sur RP \ {Ogp} et dN(a) - h = Z @i

h. O
i=1 N(a)

2. La fonction déterminant
det : M,(R) = R, A+ det(A)

est de classe C' et
VA€ M,(R), VH € M,(R), det(A+ H) = det(A) + tr(‘BH) + o(H),

ot B est la comatrice de A.

Preuve — Le déterminant d’une matrice A = (a;;) est une fonction des n? variables a;j. On développe det(A) en
suivant la j—eéme colonne :

det(A) = (=1)"a; Ay + -+ (=) ay Ay + -+ (1) Hagi A,

Odet(A L
ot Ayj est le mineur de a;j. Dot ;7() = (=1)itJ Ajj =bi;j. La matrice B = (b;) est la comatrice de A. Ses
coefficients b;; sont des fonctions continues des variables a;j, d’ou det est de classe Cl, donc det est différentiable et
PP
VA € Mn(R), ddet(A) : H > > bijhij = tr(‘BH). O
i=1j=1

REMARQUE 16 — Du dernier exemple, il résulte que la fonction det : M, (R) — R est continue (car
C' = différentiable = C°). D’oti GL,(R) = det™"(R*) est l'image réciproque, par la fonction
continue det, de l'ouvert R*, donc l’ensemble GL,,(R) des matrices inversibles est un ouvert de M, (R).
On avait aussi montré (exercice 20 du chapitre XI) que GL,(R) est dense dans M, (R).

XV.3 LE GRADIENT

L’espace vectoriel F était jusqu’ici normé et de dimension finie. On le munit désormais d’un produit
scalaire : E est donc un espace euclidien.

127



CHAPITRE XV. CALCUL DIFFERENTIEL

PROPOSITION-DEFINITION 17
Si f : E — R est différentiable en a € FE, alors il existe un unique vecteur de E, appelé le gradient de f en
a et noté V f(a) ou grad f(a), tel que :

VheE, df(a)-h=(h,Vf(a))

est le produit scalaire du vecteur déplacement h et du gradient de f en a. Si (e1,--- ,e,) est une base
orthonormée de F, alors

Vf(a)=01f(a)er + -+ 0pf(a)ep.

Preuve — La différentielle de f en a est une application linéaire de E vers R, c’est-a-dire une forme linéaire. Or E est supposé

euclidien, d’ol I'existence et 1'unicité de V f(a), d’apres le théoreme de représentation de Riesz (théoreme 29 du chapitre
P
VIII). De plus, d’apres la proposition 7, pour tout h € E, df(a) - h = h101f(a) + -+ + hpdpf(a) = Z hi0; f(a), qui est bien
i=1

égal & (hie1 + -+ + hpep, 01 f(a)er + -+ -+ Opf(a)ep) sila base (e1,--- ,ep) de E est orthonormée. O

EXEMPLE 18 — La fonction f définie par f(z,y) = In(z? + y?) est de classe C* sur R?\ {(0,0)} et

2z 2y
V(z,y) # (0,0), Vf(z,y)= (962—1'1112’ M)
La figure X' V.1 représente en chaque point (x,y) différent de lorigine le gradient de f en (z,y). On obtient
ainsi un champ de vecteurs.

FIGURE XV.1 — LE CHAMP DES GRADIENTS DE (z,y) — In(2? + y?)

On se déplace dans un espace euclidien F, le long d’une courbe paramétrée par M : t +— M (t) et on
évalue, a chaque instant ¢, la valeur f (M (t)) prise par une fonction scalaire f en le point M (t).

LeEMME 19 (Régle de la chaine)
Soient deux fonctions f : U — R, x — f(x) définie sur un ouvert U de I'espace euclidien E (ici de
dimension 2, de méme en dimension p) et M : I — E, ¢t — M(t) définie sur un intervalle I de R. Si
M(I) C U et les fontions f et M sont différentiables, alors la fonction foM : I - R, t— f(M(t)) est
différentiable et, pour tout ¢t € I,

() + o' 02 (o))

(F o MY (1) = S (M(1) =+ (1), y(1) 5

2'(t)
(M'(t), Vf (M(2)))

df (M(t)) - M'(t)

of
ox

est le produit scalaire du vecteur-vitesse M'(t) et du gradient de f en M (t).

De plus, si f et M sont de classe C!, alors f o M |'est aussi.
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XV.3. LE GRADIENT

Preuve — Pour tout ¢ € I,
z(t+u) = z(t) + ua’(t) + ue1(u) et y(t+u) = y(t) + uy' (t) + uez(u)
car = et y sont dérivables sur I. Pour tout (a,b) € U,
fla+h,b+k) = f(a,b) + hdi f(a,b) + kdz2f(a,b) + ||(h, k)||e(h, k)
car f est différentiable sur D.
Dol foM(t+u)=foM(t) + ul[a'(t)d1f(x(t),y(t)) +y ()d2f(2(t),y(t))] + ues(w).

foM(t+u)— foM(t)

Par suite

3, @001 f(2(1), y(1) +y' ()2f (1), y(1))-

Donc f o M est dérivable. Et cette dérivée est continue si les fonctions z’/, ¥/, 91 f et J2f sont continues. O

On en déduit que : (f o M)'(t) = 0 si, et seulement si, le vecteur vitesse M’(t) est orthogonal au
gradient de f en M (t) a l'instant ¢t € I.

En particulier, si la fonction f est constante le long de la trajectoire, i.e. si la trajectoire M (I) est
incluse dans une courbe de niveau de f, alors le gradient de f est orthogonal au vecteur-vitesse en chaque
point de la trajectoire.

DEFINITION 20

On dit qu'un vecteur v € E est tangent a une partie C C F en un point a € C' s'il existe une application
dérivable M : I — E telle que M(I) C C et s'il existe to € I tel que M(ty) = a et M'(ty) = v. On note
T,C I'ensemble des vecteurs tangents a C' en a.

On dit qu’'un vecteur est orthogonal a la partie C' s’il est orthogonal a T,C.

THEOREME 21 (admis)

Soient une fonction f : E — R et une partie C C FE telle que la fonction f est constante sur C'. Soit
a € C :si f est de classe C! et si V f(a) # 0g, alors un vecteur v € E est tangent a C si, et seulement si,
v est orthogonal a V f(a).

Autrement dit : T,,C est I'hyperplan [VectV f(a)]" = Ker df (a).

Le gradient de f en a est donc orthogonal & C' : Vf(a) L T,C. Ainsi le champ électrostatique est
orthogonal aux équipotentielles, la ligne de plus grande pente est orthogonale aux lignes de niveau, etc.

EXERCICE 22 — Déterminer une équation de la droite tangente & Uhyperbole d’équation x> —y*> =1 au

point (v/2,1).

EXEMPLE 23 — La sphére S C R? de rayon 1 et de centre (0,0,0) est la surface paramétrée par

x(p,0) = cos b cosp
V(p,0) € R?, y(p,0) = cos b sinp
z(p, 0

(¢,0) = sind
—cos fsin @ —sin @ cos
Les vecteurs %—J:;[(cp, 0) = | —cosfcosp et %—]g[(go, 0) = | sinfsing | sont tangents a la sphére
0 cos 6
en le point M (¢, 0). Le plan tangent a la sphére au point (a,b,c) est orthogonal au vecteur
20
oM OM cos® 0 cos p a
6—(@,9) A W(Qp, 0) = | cos?fsinp | =cosh | b
® cos @ sin 6 c

qui est non nul si cos # 0 (i.e. si le point M(p,0) = (a,b,c) nest ni au péle Sud ni au péle Nord).
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CHAPITRE XV. CALCUL DIFFERENTIEL

FIGURE XV.2 — Une sphere paramétrée

La méme sphére S est la surface de niveau 1 de la fonction f : R* = R, (z,y,2) — 2% +y? + 2%, En
chaque point (a,b,c) de la sphére, le plan tangent a pour équation ax + by + cz = 1.
Preuve — Soient A = (a,b,c) un point de la sphére :

VM = (2,y,2) €R3, AM LVf(A) <« (AM,Vf(A)=0

r—a 2a

— y—b]-[(20] =0
z—c 2c

<~ ax+by+cz:a2+b2+cz.

Or a? + b2 +c2 =1 car le point A appartient & la sphére. O

DEFINITION 24
On dit qu'une partie D :
— d'un espace vectoriel est convexe si, pour tout (a,b) € D?, vt € [0,1], a+t(b—a) = (1—t)a+tb € D;

— d'un evn E est connexe par arcs si, pour tout (a,b) € D?, il existe une application continue
M :[0,1] = E, t— M(t) telle que M(0) =a, M(1) =betVte|[0,1], M(t) € D.

REMARQUE 25 — 1. Le segment [a,b] est l'ensemble des vecteurs M(t) = a+t(b—a) = (1 — t)a + tb,

out € [0,1]. Par suite : une partie D est conveze si, et seulement si, pour tout (a,b) € D?, [a,b] C D.

2. Toute partie convexe est connexe par arcs. La réciproque est fausse ; mais vraie dans R : une partie
de R est un intervalle si, et seulement si, elle est convexe si, et seulement si, elle est connexe par
arcs.

3. L’image directe f(D) d’une partie D connezxe par arcs de E par une application continue f : E — F
est une partie connexe par arcs de F'.
Preuve — Soit 2’ et y' dans f(D). Il existe alors (x,y) € D? tel que ' = f(x) et y' = f(y). Or D est connexze,
il eziste donc une fonction continue M : [0,1] — E telle que M(0) =z et M (1) =y et M([0,1]) C D. Par suite
foM :[0,1] — F est une application continue telle que fo M(0) =x', fo M(1) =y et fo M([0,1]) C f(D). O

4. Des deux remarques précédentes, il résulte que toute fonction continue sur une partie connexe par
arcs vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires.

EXERCICE 26 — 1. Montrer que toute boule de tout evn est conveze.
2. Montrer que Uhyperbole d’équation y*> — x> =1 n’est pas connexe par arcs.

3. Montrer que le produit cartésien D1 x Dy de deux parties connexes par arcs Dy C Ey et Dy C Es
est une partie connexe par arcs de Ey x Eo. En déduire que la sphére {x € R3 | ||z|2 = 1} est une
partie connexe par arcs de R3 et que, pour aller d’un péle a Uautre, il faut traverser l’équateur.
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ProrosiTION 27

Soit f une fonction de classe C! sur un convexe D. La fonction f est constante sur D si, et seulement si,
son gradient est nul sur D. De méme si D est connexe par arcs.

Preuve — Si la fonction f est constante, alors toutes ses dérivées partielles (qui existent car f est C') sont nulles, donc le
gradient est nul en tout point de D. Réciproquement : on le prouve si D est convexe et on ’admet si D est connexe par
arcs. Soient deux points a et b de D et, pour chaque t € [0,1] le point M (t) = a + t(b — a). La partie D est convexe, d’oui le
segment [a,b] = M([0,1]) est inclus dans D. D’apres la régle de la chaine (lemme 19), la fonction f o M est de classe C! sur

[0,1], d’onr : ) .
() = f(a) = fo M(1) — f o M(0) = /0 (f o MY (t) dt = /O (M (), V F(M(8)) dt.

Si le gradient est nul en tout point de D, alors f(a) = f(b) car f(b) — f(a) est 'intégrale d’une fonction nulle. C’est vrai
pour tout (a,b) € D?, donc la fonction f est constante sur D. O

XV.4 LA DIFFERENTIELLE D’UNE COMPOSEE

PRrROPOSITION 28

Soient trois espaces vectoriels normés E, F' et (G. Soient deux ouverts U C E et V' C F. Soient une fonction
f U — F et une fonction g : V — G telles que f(U) C V :

EFE>U — FDOV — G
r o y=f(x) — gly)=(g0f)(x)

Si f est différentiable en a € U et g est différentiable en b = f(a), alors g o f est différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg(b) o df (a).

Preuve — Soit b= f(a) : go f(a+h) = g(b+ k), ot k = f(a + h) — f(a).
Or f est différentiable en a : f(a+ h) = f(a) + df (a) - b + ||h]|e1 (k). D'ovt k = df(a) - h+ ||hlle1 (h).
Et g est différentiable en b : g(b+ k) = g(b) + dg(b) - k + ||kl|lea(k). Dot g o f(a+ h) = go f(a) + dg(b) - k + ||k||e2(k).
D’une part, dg(b) - k = dg(b) - [df(a) - h + ||h||e1 (h)] = dg(b) o df(a) - h + ||h||dg(b) - e1(h) car dg(b) est linéaire.

D'autre part, [[klle2(k) = [[df(a) - A+ [[hlles (W] e2(k) = |11l - |[df (@) - gy +E1(0)]| e2 (k).

Donc go f(a+h) = go f(a) + dg(b) odf(a) - h + ||h|le(h) et e(h) = dg(b) - e1(h) + de(a) - ﬁ +e1 (h)H e2(k) tend vers
0c quand h tend vers Og. En effet, df (a) et dg(b) sont des applications linéaires sur des ev de dimensions finies et sont donc

continues. Par suite, df (a) est bornée sur la sphere unité (théoreme 37 du chapitre XI) et dg(b) - e1(h) — Og. O

D’apres la définition 6, la jacobienne Jy(a) d’une fonction f : E — F différentiable en a € E est la
matrice (dans des bases de E et de F) de la différentielle df (a) de f en a.

COROLLAIRE 29
Jgop(a) = Jg(b) - Jf(a), ot b= f(a). Autrement dit, coordonnée par coordonnée :

viell, 209003 00y H

Ox;j — Oy O0x;
Preuve — L’égalité des applications linéaires d(g o f)(a) = dg(b) o df(a) déduite du théoréme s’écrit matriciellement
Jgog(a) = Jg(b) - Js(a) :
Or(grof)(a) -+ Op(grof)(a) O1gr(b) -+ 9qg1(0)\ [O1fi(a) -+ Opfila)
O1(gno f)(@) -+ Oplgno f)(a) 019n(b) -+ Oqgn(b) O fq(a) -+ Opfela)
Autre prewve : pour chaque j € [1,p], on applique la régle de la chaine (lemme 19) & la fonction z; — g o f(x), comme dans
I’exemple suivant. O
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ExXEMPLE 30 (Le gradient en coordonnées polaires) — Soit une fonction f : R? = R, (z,y) — f(x,y)
différentiable. La fonction F définie par

Vr >0, Vo e R, F(r,p)= f(rcosep,rsinyp)
s’écrit aussi F' = fo M, ou M est la fonction
M : R xR —R? (r,0) — (2,y) = (rcosp,rsing)

qui change les coordonnées polaires (r,p) en coordonnées cartésiennes (x,y). Cette fonction M posséde
des dérivées partielles et sa matrice jacobienne est

oM oM

T

z z {
Tar(r, ) = ?(7" ) %7,(7", ) _ cosy —rsing
, e (ro)  FL(re) sing +rcosgp

Ses deux vecteurs colonnes sont représentés sur la figure XV.3 :

— le vecteur %—I‘f est tangent a la droite paramétrée par r — M (r, o) ;

— le vecteur %—I‘g est tangent au cercle paramétré par ¢ — M (r, ).

Y oM

Ficure XV.3 — Coordonnées polaires

La fonction F est différentiable car les fonctions [ et M le sont (f par hypothése et M parce qu’elle
est Ct). D’ou

o . e) o .
9E (r, ) = cos s@a%;(;c,y) +sin soaf{;(wéy) gi (,y) = cos 9B (r, ) — 222 8L (1 )
I (r,0) = —rsin Gl (x,y) + rcos pgL (z,y) SL(w,y) = sinpE(r, ) + <22 IL(r )

On en déduit le gradient en coordonnées polaires :

_OF cos @ 10F —singp
Vi) = G (nd) + 1 5o ().
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XV.5 DERIVEES SECONDES

DEFINITION 31
Soient p € N*, un ouvert D C RP? et une fonction f : D = R, (x1,---,2zp) = f(x1, - ,2p).

1. Soit un point a = (a1, - ,ap) € D. Si la i—&me dérivée partielle 9, f existe sur D et possede une
j—eme dérivée partielle en a, alors le nombre réel 9; (0, f) (a) est une dérivée partielle seconde en a

et est noté 0;0; f(a) ou 83?_25;. (a).
0

2. On dit que la fonction f est de classe C? sur D si les p? fonctions 9;0; f sont continues sur D.

EXERCICE 32 — Soit la fonction f : R> — R définie par

; 2 .2
f(y):"“if/’ s (e)#0.0) @ f0,0=0

Montrer que (O 0) =+1 et

o L (0,0) =

dydz

On en déduit que cette fonction f n’est pas de classe C? grace au théoréme suivant.

PROPOSITION 33 (Théoréme de Schwarz)
Soient p € N*, un ouvert D C RP et une fonction f : D — R. Si f est de classe C? sur D, alors

V(i,j) € [L.p]*, Yae D, 0:9;f(a) = 0;0:f(a).

Preuve — Dans le cas p = 2 d’abord : soient (a,b) € D et (h, k) € R? tel que (a + h,b+ h) € D. On va calculer
A(hvk) :f(a+h7b+k) —f((l+h,b) _f(a7b+k)+f(a7b)
de deux manieéres :
— Soit u(z) = f(z,b+ k) — f(x,b).
Alors A(h, k) = u(a+ h) — u(a) d’ot (théoreme des accroissements finis) A(h, k) = hu'(a + 61h), avec 61 €]0, 1].
Or u/(z) = 01 f(z,b+k)—01f(z,b), dou A(h,k) = h[01f(a+ 01h,b+ k) — 01 f(a+ 01h,b)]. D’out (encore le théoréme
des accroissements finis)
A(h, k) = hkd201 f(a + 01h, b+ 02k),
avec 02 €]0, 1]
— De méme, soit v(y) = f(a+ h,y) — f(a,y). Alors
A(h k) =v(b+ k) —v(b) = kho102f(a + 04h,b + 03k).
— En comparant les deux expressions de A(h, k), on obtient
8281f(a + 61h,b+ 92k’) = 8162f(a + 04h,b+ 93k)
puis, en faisant tendre (h, k) vers (0,0),
0201 f(a,b) = 0102 f(a,b)
car les dérivées secondes sont continues. Si p > 2, alors on raisonne de méme avec la fonction

(x,y) = flar, -+ ,ai—1,2,0i41," "+ ,G—1,Y,054+1, " ,Qp)-

THEOREME 34 (Formule de Taylor & Young & Pordre 2, admise)
Soient p € N*, un ouvert D C RP et une fonction scalaire f : D — R. Si la fonction f est de classe C2,
alors : en tout point a = (a1,--- ,a,) € D,

O hih;0,0;f(a) + |[B]*e(h),

i=1 j=1

fla+h) = f(a) +Zh8f

DN | =

La(h) qa(h)

ou h=(hy,---,hp) et E(h)h—gO.
—

On sait déja réécrire la forme linéaire ¢, sous les formes : £,(h) = df(a) - h = (V f(a), h). On peut
aussi réécrire la forme quadratique ¢, sous la forme matricielle g,(h) = h” - H¢(a) - h en notant h le
vecteur-colonne des coordonnées du vecteur h et en utilisant la définition suivante.
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DEFINITION 35
Soit f une fonction admettant des dérivées partielles secondes a. La hessienne de f en a est la matrice
2% f 2% f
Tw%(a) e 81‘16:6;, (a)
Hf(a) = (aiajf(a))i’j = : : € Mpp(R)~
82‘)(- 62f
Oxp0x (a) e (39:27 (a’)

D’apres le théoréme de Schwarz, si f est de classe C2, alors la hessienne est une matrice symétrique.
En particulier, en dimension p = 2 :

_ of of 1, ,0%f *f 2 0%f 2 2
fla+h,b+k)=f(a, b)Jrhax (a,b)+k 9y (a, b)+2 h 92 (a,b) + 2hk 920y (a,b) +k R (a,b)|+(h*+k)e(h, k)
Qa(hvk)
et la forme quadratique ¢, peut s’écrire matriciellement :
2 2
Clan) o) (n
qa(h k)= (h k)| 95 o
o7 (a,b) ﬂ(a b) k
Oxdy "’ oy2
Hg(a)

XV.6 OPTIMISATION
DEFINITION 36
Soient une partie D C E, un point a € D et une fonction scalaire f : D — R. On dit que f posséde :
1. un minimum global en asi  Vx € D, f(x)> f(a);
2. un minimum localenasi 3 >0, Ve e D, |z—al<e = f(x)> f(a).

On définit de méme un maximum local en a et un maximum global en a. On dit que f possede un
extremum (local ou global) en a si f posséde un maximum ou un minimum (local ou global) en a. Un
extremum global est a fortiori local.

THEOREME 37

Soit f : E— R. Si D est une partie fermée et bornée de E et si f est une fonction continue sur D, alors f
posseéde un maximum et un minimum globaux. Autrement dit : toute fonction réelle continue sur un fermé
borné est bornée et atteint ses bornes.

Preuve — Voir 'annexe B. O

PROPOSITION-DEFINITION 38 (Une condition nécessaire d’extremum local en un point intérieur)
Soient D C RP, un point a intérieur 3 D et une fonction scalaire f : D — R différentiable en a.

(z) On dit que a est un point critique de f si Vf(a) = Oger (i.e. si df(a) est 'application nulle);

(7i) f posséde un extremum local en le point intérieur a => a est un point critique de f.

Preuve — Soit, pour chaque i € [1, p], la fonction
fi vt flar, -+ ai—1,tai41, -+ ap).

L’ensemble D est un ouvert, d’ou il existe € > 0 tel que la fonction f; est définie sur Ja; — €, a; + ¢[C R. C’est une fonction

d’une variable, dérivable en a; et elle possede un extremum local en a;, donc sa dérivée est nulle en a; : fi’(ai) =0. Or
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/(a;) = 0;f(a). La réciproque est fausse : 0 est un point critique de la fonction R — R, x — 2 qui n’a pourtant pas
3

d’extremum. O
La proposition est fausse si le point n’est pas intérieur, comme le prouve ’exercice 41.

Pour confirmer l'existence d’un extremum local (autrement dit : énoncer une condition suffisante
d’extremum) et étudier sa nature (est-ce un minimum ou un maximum ?) on utilise la formule de Taylor
& Young & l'ordre 2, sous 'hypothese que f est de classe C?. La hessienne Hy(a) est alors une matrice
symétrique d’apres le théoreme de Schwarz, donc diagonalisable en base orthonormée d’apres le théoreme
spectral. Il existe donc des valeurs propres (Aq,...,\,) € R? (non nécessairement distinctes) telles que

P
ga(h) = Z Aihi?, en notant (hf,--- ,h}) € RP les coordonnées de h dans la nouvelle base orthonormée.
i=1

ProprosITION 39
Soient un ouvert D C R, un point a € D et une fonction f : D — R de classe C. Soient (A1,...,\,) les
valeurs propres de la hessienne de f en a.

1. (Condition nécessaire de minimum local en un point intérieur) Si f possede un minimum local en a,

alors
Vf(a)=0 et Vie[l,p], \i >0 (autrement dit : H;(a) € S, (R));

2. (Condition suffisante de minimum local en un point intérieur) Si

Vf(a)=0 et Vie[l,p], \i >0 (autrement dit : H;(a) € S,/ T (R)),

alors f posséde un minimum local en a.

De méme pour un maximum local : il suffit de remplacer f par —f et donc chaque \; par —\;
(autrement dit, Hy(a) par —H(a)).

Preuve —

1. D’apres la proposition 38, le gradient de f est nul en a. Par suite,
P
fla+h)=f(a) +q(h) + [Pl3e(h) = f(a) + Y Nhi? + |[W[3e().
i=1
hY
S’il existe i € [1,p] tel que A\; < 0, alors : pour tout b/ = tel que h;- = 0 pour tout j # i,
h
fla+h) = fla) + Xih? + hPe(hy) = f(a) + h® (N +£(h))) -
Si h), est suffisamment petit et non nul, alors A; +(h}) < 0, d’out f(a+ h) < f(a), donc il n’y a pas de minimum en a.
2. Si le gradient de f en a est nul, alors
P
fla+h)= fa)+ > XhiZ +[II]3e(h).
i=1

Si tous les A; sont strictement positifs, alors, en notant A = min{Ay,--- ,Ap} :

P
fla+h) = fa) =D Nhi? + |1 [3e(h)) > |13 [A + e(h)]
i=1
est positif si h est suffisamment petit. Donc il y a un minimum local en a.

O

En dimension p = 2, pour connaitre les signes des valeurs propres A1 et Ay de la hessienne, il suffit de
calculer le déterminant et la trace de la hessienne :

detHf(a) :>\1 'AQ et tI‘Hf(CL) :>\1+)\2.
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METHODE 40 (Comment déterminer les extrema locaux en dimension 2) —
(i) On détermine les points critiques de la fonction f.
(i1) Pour chaque point critique a, on calcule le déterminant et la trace de la hessienne Hy(a).
(a) Sile déterminant est strictement positif, alors il y a un extremum local en a :
— si la trace est strictement positive, alors f admet un minimum local en a ;
— si la trace est strictement négative, alors f admet un mazximum local en a.
(b) Si le déterminant est strictement négatif, alors f n’admet pas d’extremum local en a.

(¢) Sile déterminant est nul, alors la propositon ne permet pas de conclure.

EXERCICE 41 — FEtudier les extrema de la fonction
f:B(0,1) =R, (z,y) — 2? —y?

définie sur la boule B(0,1) = {(z,y) € R? | 2% + y? < 1} fermée de centre (0,0) et de rayon 1.

On termine avec l'optimisation sous contrainte, aussi appelée probleme des extrema liés : rendre
extrémale une valeur g(x1,--- ,x,) sous une contrainte f(z1,---,x,) = cte.

PROPOSITION 42 (Théoréme des extrema liés : ¢’est une condition nécessaire)
Soient f et g deux fonctions de classe C! de E vers R. Si f est constante sur une partie C C E, si la
restriction de g a C' admet un extremum local en & € C' et si x n’est pas un point critique de f, alors

INeR, Vyg(z) = A\Vf(x).

Preuve — D’une part, d’apreés le théoreme 21, le vecteur V f(z) est orthogonal & ’hyperplan T, C car la fonction f est
constante sur C, est de classe C! et Vf(z) # 0f.

D’autre part, le vecteur Vg(x) est aussi orthogonal & I’hyperplan T,;C. En effet, si un vecteur v est tangent & C, alors il
existe un arc paramétré M : I — E, t — M(t) tel que M(I) C C et un instant tg € I tel que M(tg) = z et M'(tg) =v
d’apres la définition 20. Or g|c o M = g o M posseéde un extremum local en tg, d’ott 0 = (g o M) (to) = (Vg(z),v) d’apres la
régle de la chaine (lemme 19).

Enfin, Vg(z) est peut-étre nul mais V f(z) ne 'est pas, par hypothése. Donc I\ € R, Vg(z) = AV f(x). O

EXEMPLE 43 (figure XV.4) — Soit C une courbe de niveau d’une fonction f : R? = R, (z,y) — f(z,y)
de classe C'. Soit A un point du plan. Si la distance AM du point A & un point non critigue M € C
posséde un extremum local, alors le vecteur AM est orthogonal d la courbe C.

Preuve — Soit K la valeur prise par f sur la courbe C. Soient (a,b) et (z,y) les coordonnées respectives des points A fixé
et M parcourant C. Si la valeur g(x,y) = (x — a)? + (y — b)? est extrémale sous la contrainte f(x,y) = K, alors (d’aprés le
théoréme des extrema liés) : il existe A € R tel que Vg(z,y) = 2(z —a,y — b) = 2AM = AV f(z,y) si Vf(z,y) # (0,0). Or
Vf(z,y) est orthogonal & la courbe C, d’aprés le théoréme 21. O

EXERCICE 44 (figure XV.5) Déterminer les points du cercle d’équation x*+y? = 5 qui rendent extrémale
la valeur 2z + y.
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FIGURE XV.4 — Distances extrémales d’un point & une courbe

FIGURE XV.5 — Un cercle et des droites
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