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CORRIGE DE LA COLLE N° 18

Endomorphismes remarquables d’un espgace euclidien

10 MARS 2025

Exercice 1. Soient E un espace euclidien et (e1,--- , e,) une base orthonormée de E. On dit qu'un endomor-
phisme f conserve I'orthogonalité si :

V(w,y) € B2, (aly) = 0= (f(2)|f(y)) =0.

1. On suppose que f est un endomorphisme conservant 1”orthogonalité.
(a) Soient i et j distincts dans [1,n]. Calculer (f(e;+e;)|f(e;—e;)) et en déduire que || f(e;)|| = || f(e;)]]-
(b) En déduire qu’il existe un scalaire A € R tel que V(x,y) € E2, (f(2)|f(y)) = N (z|y).

2. Montrer qu’'un endomorphisme f conserve 'orthogonalité si, et seulement si, il existe un scalaire \ et
une isométrie vectorielle g tels que f = Ag.

Lo (a) (f(ei+ej)lfei —ej)) = (f(ei) + flej)lf(ei) — fle;)) = lf (ed)||* — [[f(e;)]I? sans aucune hypothese.
Sii # 7, alors (e; +e;) L (e; —ej) car (e; +ejle; —e;) = |le;]|2 — |lej]|? et la base est orthonormée. Or, par hypothése,
f conserve l'orthogonalité, d’ou f(e; +e;) L f(e; —ej).
On en déduit que ||f(e:)[|* — [1f(e;)[|* = 0, donc [[f(ed)]| = [If(e;)]I-
(b) De la question précédente, on déduit que ||f(e;)|| ne dépend pas de i. Notons A cette constante. Alors, pour tout

(4,5) € [1,n]3,
(Fen)|f(e)) = N(eile;)

(c’est vrai si 4 = j par définition de \; c’est aussi vrai si i # j car 0 = A? x 0). C’est encore vrai pour deux vecteurs

n n
T = E zie; ety = g yje; quelconques car :
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2. Si f = Ag et g est une isométrie, alors f conserve 'orthogonalité car : pour tous vecteurs z et y dans E, (Ag(z)|Ag(y)) =

A2(g(z)|g(y)) = N?(z|y) car g est une isométrie. On en déduit que : =z Ly = Ag(z) L Ag(y).
Réciproquement, si f conserve ’orthogonalité, alors il existe un scalaire \ tel que :

V(z,y) € B2, (f(@)|f(y)) = N (zly) (%)

d’apres la question précédente.

Ou bien A # 0 : on peut alors définir g = %f de sorte que (g(z)|g(y)) = (z|y) dapres (x), donc g est une isométrie et
f=Ag.

Ou bien A = 0 : alors, pour tout = € E, ||f(z)||2 = 02||z||? = 0 dapres (x), d’ou f(z) = Og, d’ou f est 'application nulle
et on peut aussi I’écrire f = 0id qui est le produit du scalaire 0 et de l'isométrie id.



Exercice 2. Soit (7,7, k ) une base orthonormée directe de R3. Soient
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. Soit # € R. Soit f la rotation d’angle 6 autour de I'axe dirigé et orienté par «. Montrer que (u, U, w) est

une base orthonormée directe. Ecrire la matrice de f dans la base (4, ¥, ).

Ecrire la matrice de passage de (7,7, k) vers (4, ¥, W) et la matrice de passage de (@, ¥, W) vers (2,7, E)

On suppose que f(7) = k. En déduire I’angle 6 de la rotation f.

Voir le corrigé manuscrit ci-dessous.

Exercice 3. Soit F un espace euclidien. On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport a un
hyperplan de F.

1.

Soit s une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan H. Montrer que, pour tout vecteur = € F,
le vecteur z — s(x) est orthogonal & H.

Soit un vecteur non nul a € E. Montrer que 'application

{alz)

[lall?

s:E—FE z—x—2

est une réflexion.

Soient u et v deux vecteurs distincts de E tels que ||u|| = ||v||. Montrer qu’il existe une unique réflexion
s telle que s(u) = v.

. Le sous-espace vectoriel H étant de dimension finie, H @ H+ = E. Pour chaque vecteur € FE, il existe un unique

(u,v) € H x H' tel que = u + v. Et cette décomposition est adaptée & notre probleme car s(z) = u — v. D’otl

x —s(z) = (u+v) — (u—v) =2v € H-. Donc le vecteur = — s(z) est orthogonal & H.

Pour chaque z € E, on pourrait calculer s o s(x) et constater que s o s(z) = z, ce qui prouverait que s est une symétrie.
Mais on peut s’en dispenser car la méthode ci-dessous le prouve aussi et méme plus.

Soit H I’hyperplan orthogonal au vecteur a (non nul). A nouveau, on utilise la décomposition E = H @ H' adaptée &
notre probleme (ici H est la droite vectorielle Vect(a)) :

(a]a)

flall

— d’une part, s(a) =a—2 a=—a;

— d’autre part, pour tout v L H, s(v) =v —2 ‘(‘(;l‘rg a=v car {a|z) =0.
Donc s est la réflexion par rapport a ’hyperplan H.
ANALYSE (pour prouver 'unicité) : si s(u) = v, alors u —v = u — s(u) L H d’apres la question 1, d’oli 'unicité de H et
donc 'unicité de la réflexion par rapport & H.
SYNTHESE (pour prouver ’existence) : soient a = u — v (non nul car u et v sont supposés distincts) et H 1’hyperplan
orthogonal au vecteur a. L’application s de la question 2 est alors la réflexion par rapport & H. Reste & montrer que s(u)
est bien égal & v, grace a I’hypothese ||u|| = ||v]| :

(u—vlw) (u—vlu)

suy=u—2——F(u—v)=v car 2— 2 =1
llw —vll? llu —vl|?

En effet, (u — v|u) = ||ul|?> — (v|u) au numérateur et |Ju — v||? = ||ul|? — 2(ulv) + ||v||? = 2||u||? — 2{u|v) car ||u| = ||v]|.



Corrigé de l'exercice n°2
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