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Montrer que le réel F(x) est défini si, et seulement si, x > 0.
Montrer que la fonction F' :]0,+o0o[— R ainsi définie est décroissante.
Montrer que F(z) + F(z + 1) = L pour tout > 0.
Montrer que F(z) — 0 > Trois méthodes dans le corrigé.

T—+00

> (_1)k+1
Calculer F(1) et en déduire que Z —

. = In(2).
k=1

6. Montrer que la fonction F' est continue sur ]0, +oo.

7. Montrer que F'(x) est équivalent a % quand z tend vers 0% > Deux méthodes dans le corrigé.

Montrer que : Vo > 1, F(z)+ F(z+1) <2F(x) < F(z — 1) + F(z).
En déduire un équivalent de F(z) quand = tend vers +oo.

Soit, pour tout (z,t) € R X [1, +o0[, f(z,t) = L’intégrale F'(z) est impropre en +o00. Or 0 < f(z,t) Ao

—+oo
qui ne change pas de signe. Et f1+°° tl}rz dt converge si, et seulement si, 1 + = > 1. L’intégrale F(z) est de méme nature
et converge donc si, et seulement si, x > 0.
Soient 1 > x2 > 0. Pour tout ¢ € [1,+oo|, f(z1,t) < f(x2,t). En effet, Int > 0 car t > 1. D’olt —z1lnt < —z21nt et
t—%1 < t~%*2 par croissance de I’exponentielle. D’ott F/(z1) < F(z2) par croissance de I'intégrale. Donc la fonction F est
décroissante.

Pour tout (z,t) €]0, +oo[x[1,+oo[, f(z,t) + f(z + 1,t) = 135 - (% + tﬁﬂ) = 1, dot

1 _1
tT(14t) " itz

1+t

F(z)+ Flz+1) = [{F®¢1-e dt:[ -
Trois méthodes :

— La fonction F est positive et F(z) + F(z+ 1) = % d’apres la question 3, d’ou 0 < F(z) < %, donc F(z) — O

r—+oo

p—l—a+1 o0 1
—1—z+1 1 :

d’apres le théoreme des gendarmes.

— La fonction F' posséde une limite ¢ (éventuellement infinie) en +oo d’apres le théoréme de la limite monotone car F'

est décroissante d’apres la question 2. Cela permet de passer a la limite dans ’égalité de la question 3 : £+ £ =0,
donc £ = 0.
— Soit z > 1 : pour tout t € T, 0 < f(z,t) < Tll" d’ott 0 < F(z) < fT ?—f = m—il par croissance de l'intégrale. On
conclut avec le théoréme des gendarmes.
[N +
FOLE) = by = L= 5. Drow F(1) = [7° (1,8 dt = [m#t]l —1In2 DeVk € N*, F(k+1) = L — F(k), on
n—1 (_1)k+1
déduit, par récurrence, que : Vn > 2, F(n) = (—=1)" . —1n2
k=1

Or (—1)"F(n) e 0 car F(x) m_}—_ﬁm 0 d’apres la q. précédente.
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D’ou I;T—IHQ n:;o. Donc;T:In@).



6. La fonction F' est continue sur ]0, +oco[. En effet, soient a > 0, X, = [a,+oo[, T = [1, 00|, et f(z,t) =

m pour tout

(z,t) € X x T :
(i

) pour tout € X, la fonction t — f(z,t) est cpm sur T;
(it) pour tout ¢t € T, la fonction = — f(z,t) est continue sur X, ;
)

(i44) pour tout (z,t) € Xoa X T, |f(z,t)] < ta(11+t) et fT ta(11+t) dt converge d’apres la question 1.

D’ou la fonction F' est continue sur Xq = [a, +oo[. C’est vrai pour tout a > 0, donc vrai sur |0, +o00[ car la continuité est
une propriété locale.

PREMIERE METHODE (en utilisant la décroissance de F pour encadrer F(x)) — Pour tout z > 0, z + 1 > 1, d’ou (par
décroissance de F) : F(z + 1) < F(1). De plus, la fonction f est positive, d’ou (positivité de l'intégrale) F(z + 1) > 0.
On en déduit que 0 < % — F(z) < F(1). On en tire un encadrement de F(z) : % —F(1)<F(z) < % On divise par % :
1—2F(1) < % < 1. Quand = tend vers 01, les deux « gendarmes » tendent vers 1, donc F(z) ~ . %
z—0
SECONDE METHODE (en utilisant la continuité de F) — De I'égalité F(z) + F(z + 1) = %, on tire zF(z) =1 —zF(z+ 1)
Or F(z+1) —>+ F(1) car la fonction F' est continue en 1 d’aprés la q. précédente, d’ott F (z + 1) —>+ 0F(1) =0, donc
xz—0 z—0

zF(x) —0>+ 1.
xT—>

De la décroissance de F', on déduit que, pour tout > 1,
Flz+1) < F(z) < F(zx — 1), dou F(z) + F(z + 1) < 2F(z) < F(z — 1) + F(z). Or F(z + 1) + F(z) = % et

F(x—1)+ F(z) = ﬁ On divise par % : 1 <2F(z) < Z%5. Quand z tend vers 400, les deux « gendarmes » tendent
1

vers 1, donc F(z) o 2
r—r+00

Exercice 2. Soit F(z) = / In(z? — 2z cost + 1) dt.
0

1.

Soit = € [0, 1[. Montrer que
f(z,t) =In(z? — 2z cost + 1)

est défini pour ¢ € [0, 7].

. Montrer que la fonction F' est définie et de classe C! sur [0, 1].

. Soit G(z) :/ !
0

x2 —2xcost+1

t
En effectuant le changement de variable u = tan 2 montrer que

™
1— 22

G(x)

pour tout z € [0, 1].

. En déduire F'(z) et F(z) pour tout = € [0,1].

5. Montrer que la fonction F' est définie et continue en 1. En déduire la valeur de

/ In(1 — cost) dt.
0

. Soit (z,t) € [0,1[x[0,7] : =1 < cost < +1, d’ott —2z < —2z cost < +2z, donc

(1-z)2=22—-2x+1<2? —2zxcost+1<2?2+2zx+1=(14+2)%2 Dot (1 —2)2 <2 —2xcost+ 1< (1+z)2 En
particulier 0 < 2 — 2z cost + 1, donc le réel f(z,t) est bien défini.

Soient a €]0,1[, X = [0,a] C [0,1[ et T = [0, 7].
(i) Pour chaque t € T, la fonction x — f(z,t) est C! sur X car (*)
t — f(x,t) est cpm et intégrable sur T car (k)

ii) Pour chaque z € X, o
(i) 4 t— 8—f(:p,t) est cpm sur T'
x

(iii) Pour tout (z,t) € X x T, ‘%(w,t)' < o(t) (x**) et / p(t) dt converge (*¥***)
Ox T



1
D’ou la fonction F : / f(=x,t) dt est C! sur [0,a]. Ceci est vrai pour tout [0,a] C [0, 1[, donc F est C! sur [0,1] et

vz € [0, 1], / —(xt

2x — 2cost
(*) la fonction z — —(x,t) = —————— est continue sur X.
Ox 2 —2zcost+ 1

+%) la fonction ¢ — f(x,t) est définie d’apres la question 1 et continue (donc cpm) car In et cos sont continues. En outre,
la foncti t t t définie d’ es 1 ti 1 et ti d In et t ti E t

I'intégrale fT |f(x,t)| dt n’est méme pas impropre : c’est I'intégrale d’une fonction continue sur le segment [0, 7].

af 2x — 2cost

=@t =
T x4 —2xcost+1

(1 —2)2 > (1 — a)? comme prouvé & la question 1.

2a+2| cos t|

(k%) avec p(t) = gz en effet . Or |2z—2 cos t| < 2|z|+2| cost|. Bt |22 —2x cos t+1| >

(s * %) L’intégrale fT ©(t) dt n’est méme pas impropre : c’est I'intégrale d’une fonction continue sur le segment [0, 7].

. On pose le changement de variable u = tan% qui C! et strictement monotone sur [0, 7[ (ne pas oublier d’ouvrir en 7 car u

n’y est pas déﬁni ce qui va rendre l'intégrale impropre) : du = é(l + u?)dt et cost = cos? % — sin? t =2cos?2i—-1=
1-!—% —1= }; 5. D’apres la question 1, 'intégrale G(x) est convergente, d’ot :

+eo 1 2 +oo 1 2 1 Foo
G(m)Z/ 2 2 d“:2/ 2 2 5 du = 2 [Arctan( —ch)] = %
0 $2_2z1J—rZ 4114w 0 w(x+1)24+(x—-1) 1—z 11—z 0 11—z

2

. D’apres la question 2, F/(0) = —2 [ costdt = 0 et, si z €]0,1] :

T 222 -2 t T (2% -2 t+1 2-1 2-1)-
eF'(z) = / x Teost n— (z zcost+ 1)+ (z ) dt = 7+(22—1)-G(x), donc F'(z) = T+ (z ) G(z)
2 —2zcost+ 1 2 — 2z cost+ 1 x
D ou F’(z) = 0 pour tout z € [0 1[, or [0,1[ est un intervalle, donc la fonction F est constante sur [0,1[. Or
= [y In(1)dt = 0. Donc F(z) = 0 pour tout x € [0, 1.

. F est définie en 1 si, et seulement si, 'intégrale fow In(2 — 2 cost) dt converge. Cette intégrale est impropre en 0.
Orcost=1-— & —l—t2 e(t), d’ot1 2 — 2cost = 2 + t2¢(t) et In(2 — 2cost) = 21Int + In(1 + &(t)).

L’intégrale fO lntdt, impropre en 0, converge car f; Intdt = [tlnt—t]7 =nlnm — 7 —alna+a —O>+ wlnm — 7. Et
a—

Iintégrale [ In(1 + &(t)) dt n’est méme pas impropre en 0. Donc la fonction F est définie en 1. (A noter que le théoreme
suivant va démontrer que F est définie sur [0, 1], donc a fortior: en 1, ce qui rendra inutile ce qui précéde.)

Soient X = [0, 1] et T' =]0, 7|. (Ne pas oublier d’ouvrir en 0 car I'intégrale est impropre en 0 dans le cas ol = 1, or ce cas
n’est pas exclu, contrairement & la question 2.)
(i) Pour chaque t € T, la fonction « — f(z,t) est continue sur X.

(ii) Pour chaque z € X, la fonction ¢t — f(x,t) est cpm sur T
(iii) Pour tout (z,t) € X X T, |f(x,t)| < ¢(t) (V) et / ©(t) dt converge car (VQ).
T

1
D’ou la fonction F' : z +— / f(z,t) dt est définie et continue sur [0,1]. Et en particulier en 1, d’ott : F/(1) = lim F(z) =
0

r—1"

™ s iy
lim 0=0.0Or F(1) :/ ln(2—2cost)dt:7rln2+/ In(1 — cost) dt. Donc / In(1 — cost)dt = —mIn2.
0 0

rz—1— 0

(V) sin?t < 22 —2zcost+1 = (x—cost)? +sin?t < (|z|+|cost|)? +sin?t < (1+1)2+1 < 5, d’ot 2Insint < f(x,t) <Inb
par croissance du logarithme, donc |f(z,t)] < max(—2Insin¢,In5) <Inb —2Insint = ¢(t).

(OQ) L’intégrale fT (t) dt, impropre en 0 et en m, converge. En effet, 'intégrale [ /2 o converge car Insint = In(t+te(t)) =
In(t) 4+ In(1 4 €(¢)). D’une part fﬂ/Q Intdt est impropre en 0 et converge, d’autre part fﬂ/Q
impropre en 0. Et, de méme, I'intégrale [ /2 ¢ converge.

In(1 + &(¢)) dt n’est méme pas



