Lycie CLEMENCEAU — MPI* SAMEDI 15 MARS 2025

CORRICGE DU D.S. N°6 DE MATHEMATIQUES

EXERCICE : la factorisation QR (tiré de CCINP - 2022 - PSI - MATH)

Soit un entier n > 2. L'ensemble des matrices réelles carrées de taille n est noté M,,(R).

L'ensemble E,, = M,, 1(R) des vecteurs colonnes est muni de son produit scalaire canonique (-,-) et de la
norme associée || - || : pour tous X,Y € E,,

(X,)=XTYy et |X|?=(X,X).

Soit (e1,- -+ ,e,) la base canonique de I'espace vectoriel F,,.

Soit V € E, \ {0g, }.

1. Soit Py = WVVT. Montrer que 'endomorphisme fy : X — Py X de E,, est un projecteur : sur quel
sous-espace vectoriel 7 par rapport a quel sous-espace vectoriel ?

2. La matrice Qy =1, — 2WVVT est appelée une matrice de Householder. Montrer que I’endomorphisme
gy : X = QyvX de E, est une réflexion.

3. Soit U € E, non colinéaire & V tel que ||U|| = ||V]]. Calculer Qu_vU.

4. En déduire que, pour tous U’ € E,, et V' € E,, \ {0g, }, il existe une matrice orthogonale @’ telle que
Q'U’ est colinéaire & V.

5. Soit A € M,,(R). Montrer qu’il existe une matrice orthogonale @', telle que Q' A est de la forme :

a x - X

o

QA= . ola€Ret BeM, ;(R).

6. Montrer que, pour tout A € Ms(R), il existe une matrice @) orthogonale telle que QA est triangulaire
supérieure.

7. Montrer que, pour tout A € M, (R), il existe une matrice @ orthogonale telle que QA est triangulaire
supérieure.

8. En déduire que, pour tout A € M,,(R), il existe une matrice @) orthogonale et une matrice R triangulaire
supérieure telles que A = QR.

1. Le sev D = Vect(V) est de dimension finie, dou £ = D @ D+, Décomposons chaque vecteur X € FE, dans cette
somme directe adaptée : il existe (X1, X2) € D X D+ tel que X = X1 + Xa2. D’une part, Ja € R, X7 = aV. D’ou
Py X = W(VVT)(aV) = aW(va)v = aWV(VTV) = aV = X;. D’autre part, Py Xs = —— (VVT)X, =

| I Vi
WV(V X2)=0car Xo L V.

Donc I’endomorphisme fy- est le projecteur sur la droite vectorielle D = Vect (V') parallélement & D-.




2. D’apres la question précédente, la matrice Sy, = 2Py — I, représente, dans la base canonique de Ej,, la symétrie orthogonale
par rapport a la droite D. Or Sy = —Qy, d’ou

I’endomorphisme gy est la symétrie orthogonale par rapport & hyperplan DL. Donc gy est une réflexion

> Définition XII.28.

3. De la question précédente, on déduit que

Quov(U-V)=-(U=-V) et Quov(U+V)=U+V

car les vecteurs U — V et U + V sont orthogonaux. En effet, (U — V,U + V) = |U||? — ||V||?> = 0.

Par linéarité,

Qu_vU=V |carU=3(U+V)+3(U-V).

4. Si les vecteurs U’ et V' sont colinéaires, alors la matrice I, convient. Sinon, on peut poser U = Hl}/ll U'etV = H‘}'H

V/

car ni U’ ni V’ n’est nul. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et ont la méme norme, qui vaut 1. De la question

précédente, on tire que Qu_y U = V. Donc, en posant Q =Qu_v

v’ NS
e QU = V77 est colinéaire v’

v

e la matrice Q' est orthogonale car elle représente une réflexion (donc une isométrie) dans la base canonique de Ep,

(donc une base orthonormée).

5. On pose U’ la premiére colonne de la matrice carrée A et V/ = ej qui est bien non nul. De la question précédente, on tire

une matrice orthogonale

6. Icin = 2, le bloc B de la question précédente est donc de taille 1 et la matrice Q' A est donc triangulaire supérieure.

Q' telle que : da € R, Q'U’ = aV'. La matrice carrée Q' A est alors de la forme voulue.

7. Par récurrence sur la taille n > 2 :

e linitialisation est réalisée par la question précédente ;

e on suppose la propriété vraie pour la taille n — 1. Soit A € M, (R). On sait, d’aprés la question 5, qu’il existe

Q' € O, (R) orthogonale telle que Q'A =

telle que Q"' B est une matrice triangulaire supérieure R. La matrice Q = (

c’est un produit de deux matrices orthogonales) et la matrice QA = (

Q  k ek

0

: 5 . Par hypothese de récurrence, il existe Q" € On—1(R)
0

10\

0o Q") Q' est alors orthogonale (car

[0}

0 est triangulaire supérieure
0 R g p .

8. De la question précédente, on tire une matrice @) orthogonale et une matrice R triangulaire supérieure telles que @ - A = R.

Donc

A=QT-R

est le produit de la matrice Q7’| qui est orthogonale, et de la matrice triangulaire supérieure R.




PROBLEME 1 : Ia loi forte des grands nombres (tiré de CCP - 2018 - PSI - MATH)

— (Q, A, P) désigne un espace probabilisé.
— Soit X une variable aléatoire discréte sur (2,4, P) a valeurs dans [—1,1], que I'on suppose centrée,
c'est-a-dire admettant une espérance égale a 0.

— On considere dans ce probleme une suite (X;), . de variables aléatoires discrétes sur (Q2, A, P), indépendantes
et de méme loi que X . Pour tout n € N*, on note :

On cherche a montrer que la suite (S,,),,~; converge presque siirement vers la variable constante nulle, c’est-a-dire

que P( {w € Q; lim S,(w) = O} = 1. Il s'agit d'un cas particulier de la loi forte des grands nombres.
n—oo

1. Majoration de P(S,, > ¢)

(a) Soit Y une variable aléatoire réelle sur (2, A, P). Montrer que si Y est bornée, alors Y est d’espérance
finie.

tX tn

(b) En déduire que, pour tout t > 0 et tout n € N*, les variables aléatoires e!X et e admettent une

espérance et prouver, par récurrence, que :
Vn € N*, V¢t >0, E(e!™) = (B(e!™X)"

(c) Rappeler l'inégalité de Markov et ses hypotheses pour une variable aléatoire Y sur (2, A, P).
(d) Mountrer que, pour tout ¢ > 0, pour tout £ > 0 et pour tout n € N* :

P(S, >¢) = P(etnsn > ') < w

etns

2. Majoration de E(e'X)

(a) Soit a > 1. On considere la fonction g, définie par :

x

1-— 1+
Ve eR, gq(x)= e T A
2 2
Montrer que la fonction g, est dérivable sur R et que la fonction g/, est décroissante sur R. En
déduire, en remarquant que g,(—1) = g.(1) = 0, que, pour tout x € [—1,1], go(x) > 0.
(b) En déduire que :
l—z _, " 14z ,
e e
2 2

Vt>0, Vrel-1,1], "<

(¢) En déduire que :
vt >0, E(e") < ch(t)

(d) Mountrer que :

En déduire que :



3. Majoration de P(|S,| > ¢)
Dans ce paragraphe, on considére un entier n € N* et un réel € > 0.
(a) Montrer que la fonction p : t — e~ et /2 qtteint un minimum en un point que ’on précisera.
(b) En déduire que P(S, >¢) < e "< /2,
(¢) Montrer que P(|S,| > ¢) < 2e77"/2,
)

(d) Pour n grand, cette derniére majoration est-elle meilleure que celle donnée par la loi faible des
grands nombres ?

4. Conclusion

(a) Montrer que, pour tout réel € > 0, la série de terme général P(|S,| > ¢) converge.
(b) On fixe un réel £ > 0. On note, pour tout n € N* :

By, (e) = U {weQ| |Snw)| >e}

m>n

Montrer que, pour tout n € N*, B,,(¢) est un événement et que P < N Bn(5)> =0.
neN*

(¢) Soit k € N*. Posons :

1
Qp = {w €| IneN*" VYm>n, |Snw)| < k}
Montrer que €, est Pévénement |J B, (%) et en déduire P(€2).
neN*
(d) Ecrire Pensemble A = {w € Q| lim Sy(w) = O} a l'aide des événements (2, k € N*. En déduire
n—oo

que A est un événement.

(e) Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.
On dit alors que la suite (S,,)n>1 converge presque sirement vers 0.

(f) Soient p €]0,1] et (Y, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme
loi de Bernoulli de parametre p. Montrer que la suite (% — p)n>1 converge presque surement
vers 0. -

1. Majoration de P(S, > ¢)

(a) La variable Y étant bornée, il existe m > 0 tel que, pour tout y € Y (Q), |y| < m et donc [yP(Y =y)| < mP(Y =y).
Comme la série > P(Y = y) est convergente (de somme égale a 1), la série > yP(Y = y) est absolument convergente

par comparaison. Donc Y est d’espérance finie

(b) Soient t > 0 et n € N*.

— Comme la variable aléatoire X est majorée par 1, la variable aléatoire e?X

est positive et majorée par et donc

bornée. Selon la question précédente, la variable e!¥X est alors d’espérance finie

— Comme (n.S,)(R) C [-n,n], la variable aléatoire e!™5n est positive et majorée par ¢! donc bornée. Toujours

S

selon la question précédente, la variable et™5n est d’espérance finie




— L’inégalité & prouver est vraie au rang 1. Supposons-la vraie & un rang n—1. D’une part, e!"Sn = et(X1t+Xn) —
et(X1t+Xn_1)  otXn — ot(n=1)Sn—1 » tXn  D’autre part, comme les variables X1,..., X, sont indépen-
dantes, les variables et(n=1)Sn-1 ¢t ¢!Xn le sont aussi d’apres le lemme des coalitions > Proposition XIV.4. Par
conséquent > Théoréme XIV.11 :

V>0, B(e!Sn) = B(eDSn—1) x B(etXn) = (E(etX))" ! B(e!Y).

Donc| Vn €N*, Vt> 0,1 E(et"5n) = (E(e!X))"

(¢) > Lemme X.29

E(Y)

Si la variable Y est & valeurs positives et admet une espérance, alors, pour tout a > 0, P(Y > a) < >

(d) Soient t >0, n € N* et ¢ > 0.

Par stricte croissance de la fonction exponentielle, on a 1’égalité des événements (Sp, > €) et (e?™Sn > etne),
Comme la variable e!5n est positive et d’espérance finie et et > 0, I'inégalité de Markov donne alors :

tX \\n
Sn (E(e™))
P(Sn >¢) = P(e!™n > i) < e
2. Majoration de E(etX )
a) Soit a > 1. a fonction gq : z— SEa”t + FEa—e est deux fois dérivable sur par opérations et :

Soit @ >1.|  La foncti 1o2g=t 4 Li2g — e2Ina est deux fois dérivable sur R érations et

/ a—a”! 1 2

Vo € R, go(z) = — In(a)a® et go(z) = —(Ina)a® <0

Ainsi, la fonction g/, est décroissante sur R | Comme gq(—1) = go(1) = 0, le 1> théoréme de Rolle assure
Pexistence d’un réel ¢ €] — 1,1] tel que g, (c) = 0. La décroissance de g/, entraine alors que g/, > 0 sur | — oo, c]

(d)

et g/,(c) < 0 sur [c,4oo]. La fonction g, est en particulier croissante sur [—1,c| et décroissante sur [c, 1], avec

ga(—1) = ga(1) = 0. Elle est donc positive sur [—1,1]. On a donc bien, pour tout € [—1,1], ga(z) >0

Soit ¢t > 0. On choisit a = e’ > 1 et on a alors g,¢ (x) > 0, pour tout x € [—1,1] et donc el < lsz et +1+TI et

Comme la variable X est & valeurs dans [—1,1], on a, selon la question précédente :

1-X 1+X
otX < et +
2 2

Vvt > 0, et
Les variables aléatoires X et !X admettent une espérance donc, par linéarité et croissance de I’espérance, on en
déduit :

et +et

EX) < Z(e7H(E(1) — E(X)) +e/(E(1) + B(X)) = — puisque X est centrée et E(1) = 1.

N | =

Ainsi, pour tout ¢t > 0, E(e!X) < ch(t)

Soit t € R. Comme t2¥ > 0, pour tout k € N, il suffit de montrer que, pour tout k € N, (22,53:
(2x0)!
200!

> 1.

— Pour k =0, on a =1>1.



k termes

(k+k 2X--- X2
k) 5 B X2y

_ (k) _ (k+1)--
Pour k> 1, on a v = 5

12k 1 /2\F
pour tout k € N et tout ¢t € R, e < (7)

Ainsi, pour tout k € N, (22]‘7’6]@)'! > 1 et donc,

2 . - .
t /2, ce qui entralne, en sommant cette inéga-

On reconnait les termes généraux des séries de sommes ch(t) et e
lité pour k = 0 & 400, que ch(t) < et?/2. A Taide de la question précédente, on conclut par transitivité que,

pour tout t > 0, E(etX) < et?/2

3. Majoration de P(|S,| > ¢)
Dans ce paragraphe, on considére un entier n € N* et un réel € > 0.
t — e~™e+7t%/2 admet un minimum en

(a) La fonction exp étant strictement croissante sur R, la fonction p
un point to si, et seulement si la fonction t — —nte + nt?/2 admet un minimum en tg. L’étude de cette

fonction (polynomiale du second degré) montre qu’elle est décroissante sur | — 0o, €] et croissante sur [e, +00[, donc

—ne?/2

p admet un minimum en € égal & p(e) = e

(b) Avec la question 1-d et 2-d, on obtient :
t2/2\n
(e ) _ e—nts+nt2/2 _ p(t)

IN

P(Sy, >¢)

ente
La fonction p admet pour minorant P(S, > ¢), donc son minimum p(e) est supérieur & P(S, > €). Ainsi,

P(Sp, >¢) < e—ne?/2

(c¢) Les variables aléatoires —X; sont encore indépendantes, & valeurs dans [—1,1] et centrées (E(—X;) = —E(X;) =0)

Par conséquent, la variable aléatoire —S,, vérifie aussi P(—Sn > ¢) < e—ne?/2,
Comme (|Sp| >¢€) =(Sn 2 &)U (=Sn >¢) = (Sp > €)U(Sn < —¢) et que 'union est disjointe, on obtient :

P(|Sn| > €) = P(Sp > &) + P(—Sp > &) < 2~ 1/2

(d) Les variables X; sont indépendantes et de méme loi, admettant une espérance 0 et une variance V(X) selon la

question 1-a. La loi faible des grands nombres > Théoréme XIV.16 donne alors :
X144+ X V(X V(X
Ve>0, WneN, P( Mfo‘ZE)g(iz) e, P(Sa>e) < L)

n ne ne

VX)) et donc, pour n grand, la

2 . . —ne?
—ne?/2 5 () par croissance comparée, on a 2e~ " /2 = ( 5
n—oo ne

Comme ne
n— oo
majoration obtenue a la question précédente est bien meilleure que celle fournie par la loi faible des grands nombres

4. Conclusion
n
(a) Soit € > 0. Pour tout n € N*, on a P(|Sn| >¢) <2 (6—52/2> et |e_52/2 | < 1, puisque €2/2 > 0. Par comparaison

la série de terme général P(|S,| > €) converge

a une série géométrique convergente,

(b) Soit e > 0.
— En notant, pour tout m € N*, A, = (|Sm| > ¢€), on constate que les A,, sont des événements (des
éléments de la tribu A) et que, pour tout n € N*, By (¢) est une union dénombrable d’événements, donc

B (g) est un événement




— La série de terme général P(|S,| > ¢) étant convergente, son reste d’ordre n — 1 est bien défini et, par >
o—sous-additivité (Proposition VI.13) :

400
0< P (Bn(e) £ Y P(ISm| 2¢) —3 0
m=n

Donc P(Bn(g)) — 0 par le théoréme des gendarmes.
n—oo
D’autre part, pour tout n € N*, ona Bpyi(e= U Am C U Am = Bn(e), ce qui signifie que la suite
m>n+1 m>n
(Bn(€))nen= est décroissante (pour l'inclusion). Ainsi, par continuité décroissante > Théoréme VL9 :

P( ) Bnle) = lim P(Bn(e)) =0
neN*

(c) Soient k € N* et w e Q :

w€eEQE <+= VYneN* Im>n, \Sm(w)|2%
< WneN,we | (\Sm|zl> = B, <1>
mon k k
= weE ﬂ Bn (1)
k

Ainsi, Q@ = () Bn (3) et donc Q= U Bu(})
neN* neN*

Comme ¢ = % > 0, la question précédente donne P(Qy) = 0 et donc PQp)=1-P(Q)=1-0=1

(d) Soit we Q :
1
wEA <<= VkeN', IneN' Vm>n, |Snhw) < %

<~ VkeN", weQr (par définition de Q)

= we (] %
keN*

Ainsi, A= () Q est lintersection dénombrable d’événements, donc un événement
keN*

(e) On utilise & nouveau la continuité décroissante. Soit k € N* :

1 1 1 1
vm € N*, Sm| < —— ] C(|Sm| < = dot VneN*, Bp,|—— | CBn|-
" (‘ | k+1) (' | k) onm (k+1) (k)

d’ou Qk+1 C Qk

La suite (Q2k)xen+ est alors décroissante et donc :

P(A) = lim P(Qy) = lim 1=1

(f) Notons, pour tout n € N*, Y* =Y, —p. Par linéarité, les variables Y, sont d’espérance finie égale & E(Y,) = p—p = 0.
Elles sont donc centrées et a valeurs dans {—p,1 — p} C [—1,1]. Le résultat précédent montre que

. L Y 44V N
la suite de terme général S = —L +n e Nt n+Y" — p converge presque sirement vers 0




10.

. Montrer que U'intégrale généralisée

PROBLEME 2 : les intégrales de Fresnel (tiré de CCINP - 2022 - MP - MATH 1)

x
Soit H la fonction définie, pour tout z € R, par H(z) = / et dt, ou eit’ signifie exp (itQ).
0

+oo iu

2m \/a

du est convergente.

+oo
.2
. En déduire que l'intégrale généralisée / e dt converge.
0

Soit (z,t) € R?. Déterminer les modules des nombres complexes e (=) ot 2 4.

] 67I2(t27i) +o0
. Soient  f(z,t) = ——— et g(x) :/ Sz, t)de.

2 —i

Montrer que la fonction g est définie et continue sur [0, 4+o00].

— 00

Montrer que :  lim g(x) = 0.

Tr—r+00

Montrer que g est de classe C! sur 0, +o0].
+oo
On admet que l'intégrale / et dt converge et est égale & /. Vérifier que, pour tout z > 0,

— 00

g(z) = =27

On admet ensuite que :

1 :1—i.<\/§ 29X — 2 i V22X 442 i )

X2 4 2 X2-XV24+1 X2-XV24+1 2 X24XV241 X24XV2+1
+oo 1 \/»
a) Montrer que 'intégrale généralisée / dt est convergente et est égale & mv/2.
() q grale g sy, g g
+oo 1

b) Donner de méme la valeur de ——d¢
() /m 2 +V2t+1

oo 2t — /2 2t 4+ /2
- dt = 0.
2 —t/24+1 224t/241

Montrer que, pour tout xz > 0,

(¢c) Montrer que /

— 00

(1+4)m
ote) = LT oz ().

+oo +oo
En déduire les valeurs des intégrales de Fresnel / cos (tz) dt et / sin (t2) dt.
0 0

Soit « > v/27. Les fonctions u — %e“‘ et u —> u~1/2 sont de classe C! sur [27r,a:2], on peut donc intégrer par parties :

2

. . 2 2 . 2 .

x iu iu 1T x _atu ;o ; ; x iu
/ . d":['e } 7/ g du= - 4 — *1/ s du

or VU iUl g, on 2iud/ T V2r 2 Jon wd/

i _ix? N i ix2 N PPRY iu
D’une part, 0 < |—2£e*”| = 1 dott —Lei®® — 0 d’aprés la théoréme des gendarmes. D’autre part, |47 | = —5
’ x x’ x z— 400 ' | w372 u3/2
+oo giu
donc, par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente sur [27; +oo[, l'intégrale / Y du converge
U

iU

z7 o i i —+oo eiu
absolument. Donc du — —— — - —— du.
-/27\' \/a =400 24/271 4 ~/2-7'r u3/2



var o,
2. D’un coté, 'intégrale / e dt n’est méme pas impropre. De lautre, le changement de variable ¢t = \/u est C!
0

+oo | 2 1 “+oo ei'u,
et strictement monotone, donc ’'intégrale impropre / " dt est de méme nature que — ——du, c’est-a-dire
V2T 2 2w \/’E

convergente d’apres la question précédente.

2042 4 2,2 (2 2,2 .2
3. e " (#7-1) = =22 . =iz Doune part, le réel e=%"t” est positif. D’autre part, le complexe e =" est de module 1. Donc

le==* (=i = |e=2¢| . |e=i® | = e=#%* | |Deplus,| [t2—i| = /)2 + (D)2 = VI + 1.

4. Soient X = [0,4oc0[et T =R:
— pour tout ¢t € T, la fonction x — f(z,t) est continue sur X ;
— pour tout z € X, ¢t — f(z,t) est continue sur T;

— soit p(t) = \/11_"_7. Pour tout (z,t) € X X T, |f(z,t)| < ¢(t) d’apres la q. précédente et Pintégrale [ ¢(t) dt converge

car ¢(t) ol t% et p(t) ~ %2

Donc la fonction g est continue sur [0, +ool.

1

VAEET

5. On va utiliser le théoréme de la convergence dominée avec la méme fonction ¢ : t —

Soient (uy) une suite de réels tendant vers +o0o et Vn € N, Vt € R, hn(t) = |f(un,t)|-

e La suite des fonctions h, converge simplement sur R vers une fonction cpm car hyn(t) — h(t) =
n—o0

0sit#0
1sit=0

e Vn €N, Vt €R, |hn(t)| < @(t) et l'intégrale [ o(t) dt converge.

Donc les fonctions hy, et h sont intégrables et on peut intervertir limite et intégrale : [p hn(t)dt —> [ h(t)dt.
n—oo

Autrement dit, lim / |f(un,t)|dt = 0. C’est vrai pour toute suite (uy) tendant vers +oco, donc lim / |f(z,t)|dt =0
n—oo [ xr—+o00 R

d’apres la caractérisation séquentielle de la limite.

Enfin, 0 < ‘/ flz,t) dt’ < / |f(z,t)| dt, donc lim / flz,t)dt =0 d’apres le théoréme des gendarmes.
R R R

xr—+00

6. Soient b >a >0, X =[a,b] et T =R.
e Pour tout ¢t € T', la fonction = — f(z,t) est de classe C* sur X

la fonction ¢ — f(z,t) est cpm et intégrable sur T

712(t27

e Pour tout z € X, { i) est cpm sur T

la fonction t — ?(w,t) = _2xe
T

of N _ —a?¢? yi 4z _ 1
e Pour tout (z,t) € X xT, ‘m(x, t)‘ < (t), ot p(t) = 2be™ %" et 'intégrale [, (t) dt converge car go(t)—t_&oo <t—2)

La fonction g est donc de classe C! sur [a, b]. Ceci est vrai pour tous réels b > a > 0, donc g est de classe C! sur |0, +oo].

7. Le méme théoreme de dérivation sous le signe intégral conclut aussi que
0 )
V>0, ¢'(z)= / —f(:mt) dt = —290/ =2 (=1) gy
R Ox R

Donc, apres le changement de variable u = xt qui est bien C! et strictement monotone car = > 0 :

Ve >0, ¢'(z)= —2eie” Jz e’ du = —2/mei®”.
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8. (a) L’intégrale est impropre en —oo et en +oo. Elle est convergente car T VET e

+o0 1 +o0 1
i Y L —
oo 2 —V2t+1 —oo (t— )2+ 2
Foo 1 V2o 1 .
= —————5 du en posant le CDV u=t-— 5 qui est C* et strictement monotone
— 2 1
= w+ ()
+
= [\/iArctan(\/iu)] T o2
—o0

b le ch d bl o ! d o ! d V2

De méme (par le changement de variable u = —t) : ——dt = ——du=7Vv2.

® o & ) /_oo 2 +V2t+1 /_oo u? —V2u+1
too 2t — /2 oo 2t 2

(¢) (On se garde de calculer les intégrales / 7\[ dt et / i dt qui sont divergentes. On leve
oo 2 —V2t+1 —oo 2+ V2t +1

cette forme indéterminée :)

Jﬁ/B 2t — V2 2t + V2
TJa 2-V2t+1 242t +1

- [ln(t2 — V2t 4+ 1) — In(2 + V2t + 1)]j
— | 2 var+1\]”
B 2+V2t+1) |,
Bl 2t—v2 2t + /2 _ 2 9 B 2 ar+1\]”
/A (t?—ﬂt+1_t2+\/§t+1> dt_[ln(t —V2t+1) —In(t +\/§t+l)]A—[ln<t2+\/§t+l> )

Foo 2t — /2 2t 2
a pour limite 0 quand A — —oo et B — 400. Donc / V2 — + V2 dt = 0.
—oo \B2—tvV2+1 24+t/2+41

9. Soient z < a > 0. La fonction g’ est continue sur le segment [a,z] d’apres la q. 6. D’oll

T

o(z) — g(a) = / J'(t)dt = —2/x (H(z) — H(a)

a

d’apres la q. 7. Cette égalité passe a la limite a — 0 car la fonction g est continue en 0 d’apres la q. 4 et la fonction H est
continue en 0 car elle est définie comme une primitive d’une fonction continue sur R. Dot g(z) — g(0) = 2¢/7(H (z) — H(0)).
D’un c6té H(0) = 0, de lautre :

90) = [ 5

_l-i V2 2t — V2 2t + /2
4 2 Jrt2—V2t+1 24+V2+1

dt +imV2 + im/i)

1-i , T2
== X(O+2zﬂ'\/§)f(l+z)

2

Donc g(z) = % —2y/m H(z).

1414 too o
10. L’égalité de la q. précédente passe a la limite z — +oo d’apres les q. 5 et 2. D’ou 0 = \;%Zﬂ — Qﬁ/ et dt et la
0
+oo +oo 1 /n
valeur des intégrales de Fresnel : / cos (tz) dt = / sin (tz) dt = V3o
0 0




