MP2I — LyciE CLEMENCEAU, NANTES VENDREDI 13 JUIN 2025

TEST DE MATHEMATIQUES

Durée : 2 heures. Les calculatrices sont interdites.
On attachera un grand soin a la rédaction. En particulier, chaque résultat ou conclusion devra étre encadré.

On peut toujours admettre les résultats des questions précédentes pour traiter les questions suivantes.

Exercice 1. Soit B = (i, j, k, £) une base orthonormée d’un espace euclidien E. Soit

1 -1 1 -1
1 -1 3 -1 -1
A=71 1 1 1 4
-1 -1 -1 3
la matrice, dans la base B, d’'un endomorphisme f.
1. Montrer que f est un projecteur.
Déterminer sa trace et en déduire son rang.
Déterminer une base du noyau Ker(f) de f.
Déterminer une base de 'image Im(f) de f.
Montrer que ce projecteur est une projection orthogonale.
Construire une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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Exercice 2. Soient un réel a €]0, 7| et, pour tout n € N*,
u, = cos" ' (a) - cos[(n+ 1)d].

1. Montrer que la série Y u, est absolument convergente.
i2a

2. Montrer que la partie réelle du nombre complexe est —1. Quelle est sa partie imaginaire ?

1 — cos(a)et®
3. Calculer Zun

n=1

Exercice 3. Soit la suite (uy,),en définie par ug > 0 et Vn € N, uyq1 = uy, + u2.

1. Montrer que la suite (u,,) est croissante et tend vers +oo.

a1
1n(1+fuk)

1 . o
— In(un) oot hien défini et Thy1 — Th = —grri

Montrer que, pour tout k € N, z, = =5
Soit p > n. Montrer que 0 < z, — z, <

2™ Uy ©
On fixe n. En déduire que la suite (z,)pen converge vers un réel A tel que 0 < A —z,, <
Montrer que u,, est équivalent & exp(A2™) quand n tend vers oco.
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Exercice 4. Soit P € R[X] un polynéme. On dit qu’il vérifie la propriété (x) si
P + 1 est divisible par (X — 1)* et P — 1 est divisible par (X + 1)%.

1. Montrer qu'’il existe un unique polyndéme de degré 7 vérifiant (x). Quel est ce polynéme ? (On pourra
commencer par étudier le polynéme P’.)
2. En déduire tous les polynémes vérifiant (x).



