MP2I — LyciE CLEMENCEAU, NANTES VENDREDI 13 JUIN 2025

CORRIGE DU TEST DE MATHEMATIQUES

Exercice 1. Soit B = (i, j, k,£) une base orthonormée d’un espace euclidien E. Soit

1 -1 1 -1
1 -1 3 -1 -1
4 1 -1 1 -1
-1 -1 -1 3

la matrice, dans la base B, d’'un endomorphisme f.

1.
. Déterminer sa trace et en déduire son rang.
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Montrer que f est un projecteur.

. Déterminer une base du noyau Ker(f) de f.

. Déterminer une base de 'image Im(f) de f.

. Montrer que ce projecteur est une projection orthogonale.

. Construire une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est diagonale.

On calcule : A2 = A, d’ott f o f = f, donc ’endomorphisme f est un projecteur.

2. tr(f) = tr(A) = 2. Or f est un projecteur, d’ou rg(f) = tr(f) = 2.
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Soit X = la matrice, dans la base B, d’un vecteur x € E :
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En posant e1 = ¢ — k et e2 = j + 2k + £, la famille (e1, e2) est une base de Ker(f).

AUTRE METHODE : d’apres le théoréme du rang, dim Ker(f) +rg(f) = 4. Or rg(f) = 2 d’apres la question précédente, d’ou
dim Ker(f) = 2. Or la famille (s — k, j + 2k + £) est libre et ses vecteurs appartiennent au noyau de f, donc c’est une base
de Ker(f).

La famille (f(¢), f(j), f(k), f()) =(t—j+k—4€,—i+3j—k—4L,i—j+k—{ —i—j—k+ 30) est génératrice du sev
Im(f). On la libére : en posant e3 =i —j+k — £ et ea = —i + 35 — k — ¢, la famille (e3, e4) est libre et génératrice du sev
Im(f), c’est donc une base de Im(f).

AUTRE METHODE : les vecteurs f(i) =i—j+k— £ et f(j) = —i+ 3j — k — £ appartiennent & Im(f) et ne sont pas liés. Or
dimIm(f) =2. Donc (i —j + k —£,—i 4+ 3j — k — £) est une base de Im(f).

L’endomorphisme f est le projecteur sur Im(f) parallelement & Ker(f). Or les sev Im(f) et Ker(f) sont orthogonaux car
les vecteurs e et e2 sont orthogonaux aux vecteurs ez et eq car (e1,e3) = (e1,eq) = (e2,e3) = (e2,e4) = 0. Donc f est la
projection orthogonale sur Im(f).



6. On orthonormalise la base (e1,e2) de Kerf grace a lalgorithme de Gram-Schmidt pour obtenir la base orthonormée

(d i+j+k+2)
V22

(e1,82) = du noyau.

(ifjJrk—Z i—¢
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La base (e1,€2,€3,€4) est orthonormée car les sev Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux. Et, dans cette base, la matrice de f
est diag(0,0,1,1).

De méme, (e3,e4) = ) est une base orthonormée de I'image.

Exercice 2. Soient un réel a €]0, 7| et, pour tout n € N*,

U, = cos™ *(a) - cos[(n+ 1)a].

1. Montrer que la série Y u, est absolument convergente.
i2a
2. Montrer que la partie réelle du nombre complexe ————————— est —1. Quelle est sa partie imaginaire ?
1 — cos(a)e’e
o0
3. Calculer E U, -
n=1
1. La série Y up est absolument convergente car :
— pour tout n € N*, |up| < |cosal? ™1,
— la série 3" | cosa|™ ! converge car c’est une série géométrique de raison | cos a| strictement inférieure & 1 car a €0, 7|.
i2a . 1 _ .i2a | 1 _ i2a 1 _ ie'® _ —sinaticosa _ cosa
2. e 1—cos(a)eia € sin?a—isinacosa _ © —i-sina-et® ~ sina sin a =-1+ 7’51110. Donc la partie réelle
est —1 et la partie imaginaire >
3. La série > un converge car elle converge absolument d’aprés la premiere question.

Pour tout n € N*, u,, = Re (Cos” Z<”+1>“) D’ou Z un = Re (Z cos” Z<"+1)”> .

oo oo

) _ ) 1
Or E cosn_l(a)el("""l)a =ef? E cos ae’® Toei2e. _ °  dontla partie réelle est —1 d’apres la question
= = 1 — cos(a)et®

oo
précédente. Donc Z Up = —1.

n=1

Exercice 3. Soit la suite (uy,)nen définie par ug > 0 et Vn € N, uyq1 = up, + u2

1. Montrer que la suite (u,) est croissante et tend vers +oo.
ln(uk) . o 1“(1+ﬁ)
2. Montrer que, pour tout k € N, x, = —7* est bien défini et xp11 — 2k = —578—-
3. Soit p > n. Montrer que 0 < z, — S ﬁ
n

4. On fixe n. En déduire que la suite (x,),en converge vers un réel A tel que 0 < A\ —x,, < T

5. Montrer que u,, est équivalent & exp(A2"™) quand n tend vers oo.

1. Pour tout n € N, up+1 — un = u2 est positif, donc la suite (uy) est croissante. D’apres le théoréme de la limite monotone,
elle posséde donc une limite : ou bien égale & 400, ou bien égale & un réel £. Dans le second cas, £ = £+ 2, dot1 £ =0 :
c’est absurde car Vn € N, un > ug, d’ollt £ > ug (car les inégalités larges passent & la limite), d’ou £ > 0. La suite (ur)
tend donc vers +oo.

2. La suite (z) est bien définie car Vk € N, uj, > ug, d’olt ug, > 0, donc In(uy) est défini. Soit k € N: x4 1 —xp, = ln(;,i%l) -

1
In(ug) _ ln(uk+uk) _ In(ug) _ In((up(4ug))  In(ug) ln(uk) + In(A+wug)  In(ug) 1n(1+uk) _ In(ug) _ ln(1+ﬁ)
ok k1 ok — 2k F1 ok k1 oF+1 ok oF+1 ok+1 — T gk¥1 -
_ In(1+1) N R .

3. Soitp>n:xp—xn = Zzzi(xkﬂ —zp) =>4 ! 2k7+1k Or 0 <In(1+ i) < % : & gauche car uy > 0 et & droite

par concavité de la fonction In. D’ott 0 < zp — zy, < Zk n ng De plus ﬂ < & pour tout k € [n,p — 1]] car la

suite (uy) est croissante. Donc 0 < p —zn < - Zk n 2 Zk n < 2k+1 < Zk,n 21@1«;1 < 2n1+1 11 < 5. Donc

0<zp —an <

2N Uy



In(1+-L)
4. La suite (zp) est majorée car, pour tout p > n, zp < xn + ﬁ Et elle est croissante car x4 — 2 = TJA’“ >0

pour tout £ € N. Donc elle est convergente. Soit A € R sa limite : 0 < A —z,, < ﬁ car les inégalités larges passent a la
limite p — oo.
5. En multipliant les inégalités de la question précédente par 2™ (qui est positif), on obtient 0 < A2" — In(un) < % et, parce
n
que ’exponentielle est croissante : 1 < % < exp (1%) Les deux gendarmes tendent vers 1 (car u, tend vers +00),

d’ol %ﬁ?n) tend vers 1 d’apres le théoréme des gendarmes. Donc un ~ exp(A2™).
Exercice 4. Soit P € R[X] un polynéme. On dit qu’il vérifie la propriété (x) si
P + 1 est divisible par (X — 1)* et P — 1 est divisible par (X + 1)%.
1. Montrer qu’il existe un unique polyndéme de degré 7 vérifiant (x). Quel est ce polynéme? (On pourra

commencer par étudier le polynéme P’.)
2. En déduire tous les polyndmes vérifiant (x).

1. Tlexiste Q(X) € R[X] tel que P(X)+1 = (X —1)*Q(X). D’une part, on dérive : P'(X) = 4(X -1)3Q(X)+(X -1)*Q"(X) =

(X —1)2 4Q(X) + (X — 1)Q'(X)] . Donc (X —1)2 divise P’(X). D’autre part, on évalueen 1: P(1)+1 = (1-1)*Q(1) =0
Donc P(1) = —1.
ANALYSE — Soit P € R[X] de degré 7. On suppose que P vérifie (x). Alors P’ est divisible par (X — 1)3 et (X + 1)3
et donc par (X2 — 1)3. Or P’ est de degré 6, d’ott Ja € R, P’ = a(X2 — 1) et, en développant puis intégrant :
FBeR, P=a(+X"—£X5+ X3 — X) +b. De plus P(1) = =1 et P(~1) =1, donc b=0 et a = 33.
SYNTHESE — On vérifie par le calcul que ce polynéme satisfait les propriétés (x).

2. Notons Py la solution trouvée & la question précédente. Si un polynoéme P est une solution de () alors P — Py est divisible
par (X2 — 1)%. Réciproquement : s’il existe Q € R[X] tel que P = Py + (X2 — 1)%Q, alors P est une solution de (x).

Donc un polynéme P € R[X] est une solution de (%) si, et seulement si : 3Q € R[X], P = Py + (X2 — 1)*Q.



