LYCEE CLEMENCEAU — NANTES 2025-2026 MPI/MPI*

CORRIGE DU T.D. N° 1

Suites & séries numériques

4 septembre 2025

Exercice 1. Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes?
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Exercice 2 (Discuter suivant les valeurs d’'un parametre). Pour quelles valeurs du réel a la série Z — est-elle
n+a

convergente?

a

. n PPN
Soit, pour tout n €N, uy = a2 On disjoint les cas :

n n
e silal > 1, alors |uy| ~ % ~ (ﬁ) . Or la série géométriqueZ(

n
ﬁ) converge, donc la série }_ u; converge absolument.
n
e silal <1, alors |uy| ~ % <lal". Or la série géométrique ¥ |a|” converge, donc la série Y. u;, converge absolument.
1

e sia=1,alors uy, = ﬁ etla série harmonique ¥ 747

diverge.

="

—_ n 2. . 2
e sia=-1,alors u, = % etla série harmonique alternée ¥ 17

converge.

1 n
Exercice 3 (Séries géométriques). 1. Calculer f *kdret Z (—Dk 2k,
0

k=0

o CDF & CDF

2. Montrer que la série Z k1 converge et montrer que Z 2kt 1 = e
k=0

3. De méme, apres avoir décomposé en éléments simples la fraction rationnelle

L. 1
Sere Z An+1)4n+3)

———  , montrer que la
(Ax+1)(4x+3)
1 T

(o @)
converge et que —_— = .
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Z (—l)ktZk — Z (_tz)k -
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et, en reconnaissant une somme géométrique :
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2. On peut affirmer, grace au théoréme des séries alternées, que la série Z ; k: 1 converge car la suite kTl tend vers zéro en décroissant.
no(—nk
(Mais cela ne donne pas la valeur de la limite.) Autre méthode, on calcule la somme partielle S, = Z el grace a la question
k=0

n 1 1 n
précédente: Sp = ) (71)"] ke = f ( Y- l)kIZk) dt par linéarité de I'intégrale. D’ott
0 0 \k=0

k=0
1 1+(71)nt2n+2 1 1 1 L‘2"+2
S =f dt=f dt+(—1)”f dt
" 1+ 2 o 1+12 0o 1+1¢2

Puis on montre que la derniére intégrale tend vers 0 quand n tend vers oo :

2n+2

1t2n+2
Vee[0,1],0s —5 < t2”+2,d’0f105f
1+t 0

1
72 dt< onT3 par croissance de I'intégrale.
+ n

1 2n+2
t

D’apres le théoreme des gendarmes, quand »n tend vers l'infini, la suite des réels f =2 dt tend vers zéro et aussi le produit
0o 1+

1 t2”+2
(—1)”[ T dt car la suite des réels (—1)" est bornée.
o 1+

N . no(-pk 1 o
D’ol la suite des réels S;;, = Z tend versf = [arctant]; = —.
=02k +1 0 1+12 4
k o) k
-1 -1 b4
Donc la série ) | D converge et sa somme vaut y CD7 ~.
2k+1 i—02k+1 4
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DT~ o d’oli (par comparaison de séries a termes positifs) la série ). @n+D@n+3) converge.

4. On commence par décomposer la fraction. On cherche « et § tels que :

1 3
Vxe[Rz\{—f,—

} 1 a N B
4’ 4 (@Ax+1)@x+3) 4x+1 4x+3’

En multipliant 1’égalité par 4x + 1 et en prenant x = —%, on trouve a = % De méme, en multipliant I'égalité par 4x + 3 et en prenant

—_3 -_1
x= 4,ontr0uve[3— 3.

Pour calculer la somme de la série, on étudie la limite des sommes partielles :

2 1 1 1 1
s -
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1
_ 72-[ (x“kfx“k”)dx
2 k=0”0
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= - | @-x9) xHax.
2Jo k=0
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Or (1-x°) Z xH"=0-x )174 pour tout x € [0,1[. D’out (1 —x°) Z xH" = T2 et on constate que cette formule reste
k=0 - X k=0 + X

vraie si x =1. D’ou

n 1 11 1 [yt
= 7f 5 x—ff —dx.
oo @k+1(k+3)  2Jo 1+x 2Jo 1+x

1 1 gdn+a 11
Or057f X dx<7f A ax <
0

< s— — 0.
2Jo 1+x2 2 Jo 2(4n+5) n—+oo
D’out Jio ! -1 fl ! dx= l[alrctan(l) arctan(0)] = z
o @k+1)@k+3) " 2Jo 14227 2 )
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Exercice 4 (Télescope et D.L.). 1. Montrer que la série ). ( 3t T \/ﬁ) converge et calculer sa somme

i": ( 1 N 1 2 )

n=2\vn-1 vn+1 \/ﬁ '

2. Soit u, = vn+avn+1+ byn+2. Montrer qu'il existe des réels a et b uniques tels que la série Y u,, soit
o0

convergente. Calculer alors sa somme Z Up.
n=0



1. Premiére méthode : avec un DL de la suite, on va trouver la nature mais pas la somme de la série. Les trois termes de la somme
1 2

. 1 ,
+ — - ont pour terme dominant —=, qu'on met en facteur pour calculer un D.L. :
Y SRV I Vi d p
1 _ 1 1 _ 1 a __1
=—- —=-(1+u avecu——7~0eta —-5.
Ve i v ) 2
) 1 1 1 3 1 1 3 1
D :—~(1+—+—+ ]:—+ + + =
RV Zn gz Yzt = m  2uym T edvn T Bvath
A 1 1 1 3 1 1 1 3 1
De méme, :—(1——+—+— ):—— + + =
Cmeme, Zm T Va 2n Y gz Yz = U T 2nyn T eryn T nBynth
Donc A—+-A1_-2 -_3 _, 1 . . qui ne chgange pas de signe. D’ot1 la série Z( FR L) est de méme
Vn-1 Vvn+l vn  4n?yn  n2yn 4n 5/2 n-1 VvVn+l vn
nature que la série de Riemann Y ﬁ, donc convergente.
Lo ‘ N - N1 1
Deuxiéme méthode, meilleure : grace a un télescope, on va trouver la nature et lasomme de la série. Pour tout N = 2, Z - + -
n=2\vVn-— n+

1 1 2 ) ( 1 ) ( 1 1 2 ) ( 1 1 2 ) 1 1 1 1
—t—=-— —+——— ==t Y=t === =1 —=+ —-— — 1-—.Donc
(ﬁ V3 V2 V2 Vi V3 V3 V5 Va VN-1 VN+1 VN V2 VN+1 /NN-oco 2

- 1
laserleZ(m+m f)convergeetsasommevautl veE

2. D’abord, avec un DL, on détermine la nature de la série : u, = vVn+avn+1+bvn+2=\n+ayn 1+%+b\/ﬁ 1+%:\/ﬁ+
1 1
avn (HE_WJr e,,)+bf(1+f—ﬁ+nzen).

On ordonne les termes : uy = (1+a+b)yv/n+ (4 +b) ﬁ - (% %) s+ —dmen.

On discute :

— sil+a+b#0,alors u, ~ (1+a+ b)y/n quine change pas de signe, or la série Y /n diverge grossierement, donc la série ) u;, aussi;
. 1 : : - 1 g : 1
— sia+b=-1et % +b #0, alors uy, ~ (% + b) 7n qui ne change pas de signe, or la série }_ 7n diverge (Riemann avec a = 3), doncla
série )" uy aussi;
— sia+b=-leth= —%, alorsa=-2etb=1,d ot u, ~ —(%2 + %)ﬁ qui ne change pas de signe, or la série }_ ﬁ est une série
de Riemann convergente, donc la série ) u; converge.

Finalement : la série converge si, et seulementsi, a=-2etb=1.

N
Ensuite, grace a un télescope, on calcule la somme de la série, dans le cas ou elle converge : pour tout N = 0, Z Up = (fo —2V1+ \@) +

n=0
(\ﬁfz\/i+\/§)+(\/572\@+\/AI)+---+(\/N72\/N+1+\/N+2):717\/N+1+\/N+2. OorvVN+2-vVN+l= —L1 ..
o N+2+VN+1
Donc Y u,=-1.
n=0
(-n"

Exercice 5 (Discuter suivant les valeurs d'un parametre). Pour quelles valeurs du réel a # 0 la série E Pt
na + (—
est-elle convergente?

.
Soit uy, = “(T)l)"' Si a <0, alors la suite uy ne tend pas vers zéro, donc la série }_ u; diverge.
n _
(=" (-n"
Up=——"""+= ——=1+e€p).
n= A —pn a = ( n)
n

1 1
converge d’apres le TSA car la su1te = tend vers zéro en décroissant. Et les séries Z — (1 +éep) et Z Z sont de méme

- (-
Or la série )
1 .
nature car —-— ne change pas de signe, donc convergent si, et seulement si, 2a > 1.
n

Donc la série }_ u; converge si, et seulement si, a > %




Exercice 6 (Convergence non absolue). Soit une suite (1) ,en telle que la série ) u, converge mais la série }_ |uy|
diverge. Soient P, et M,, les suites définies par :

VnelN, P,=max(0,u,) et M;, =min(0, uy).

Montrer que les séries Y P, et ). M,, divergent.

Pour chaque n €N, uy = P, + My. Or la série }_ uy converge, d'oti les séries }_ Pj et Y. M;, sont de méme nature.

Pour chaque n €N, |uy| = Py — My. Orla série }_ |uy| diverge, d’ou les séries }_ Py et 3. Mj, divergent.

Exercice 7 (La fonction zéta de Riemann).

FIGURE 1 — LA FONCTION { DE RIEMANN.

1. Soit
X1
Xx) = —.
(%) n; s
Montrer que ’ensemble de définition de la fonction { est I'intervalle I =]1, +oo].
2. Montrer que la fonction { est décroissante sur l'intervalle I.
1 1
3. Montrer que, pour toutx€ I, 1 + 2T <s{x)<1+—.

(x-1) x-1
4. Etudier xliIP {(x) et linll {(x). Proposer un équivalent de {(x) quand x tend vers 1*.
— 400 x—1t

X1 1
1. Leréel {(x) = Z — est défini si, et seulement si, la série ) —; converge. C’est le cas si, et seulement si, x > 1 d’apres le critere de
n=11 n
Riemann.

2. Soient deux réels a et b tels que 1 < a < b. Pour chaque n € N*, n% > #, d’ot1 {(a) = {(b). Donc la fonction { est décroissante sur I.

1 —xInt

3. Lafonction t — X =€ est décroissante et continue. D’oll (en comparant série et intégrale) :
P 2o B EAAE Y ‘A5 ) N 4 N 1 x| N
:f *defSZixS/‘ *th: .
-x+1 2 /) t o I 1 -x+1 1

Et les inégalités larges passent a la limite N — oo ( A ce n'est pas le théoreme des gendarmes qu’on utilise) :

o0
1 Z L < 1
(x-12¥ 17 = n* " x-1
Enfin, on ajoute 1 a chaque membre :
1 X1 1



4. En 400, on utilise le théoreme des gendarmes : 1 et % tendent vers 0 quand x tend vers +oo, donc {(x) oy 1.
X—+00

(x=1)2%=1 =% x—

Quand x tend vers 17, DT tend vers +oo. Donc {(x) —, +oo. Plus précisément, quand x tend vers 1 : {(x) ~ ﬁ Pour le prouver,
x—1

1
(x—-1)
on divise par ﬁ chaque membre de I'encadrement :

1

2x—1 =

(x-1D+ <(x-D+1

1
x-1

Les deux gendarmes tendent vers 1 quand x tend vers 11, d’ott @ — 1.

71 x—17

Exercice 8 (Série télescopique, comparaison série-intégrale & théoreme de sommation des équivalents). Soit la suite
(uy) définie, pour tout n € N*, par
1 1 1 sl
= + +- 4 .
2n+1 2n+3 dan-1 (o, 2k+1

Un

1
1. Montrer que uUy4+1 — Uy ~ 32 En déduire que la suite (¢,,) converge.

n3’
. In(2)
2. Montrer que sa limite vaut ¢ = —
1
3. Montrerque ¢ —u, ~ —.
d " 64n?
2n-1 1 2(n+1)-1 1 1 1 1 1 1

L oup= Y m,d’oﬁ:unﬂz

= + +ot + + et
i=n kol 2k+1  2n+3  2n+5 4n-1 4n+1 4n+3

1 1 1 1
+ —_ =
4n+1 4n+3 2n+1 (@n+1)4n+3)2n+1)

Un+l —Un =
apres calcul pour tout mettre sur le méme dénominateur. Donc uy4+1 — Uy ~ EoTeE

La série Y (up+1 — Up) est de méme nature que la série de Riemann Y, #, donc convergente.

n-1
Or up=uy + Z (U+1 — ug) (c’est une somme télescopique), donc la suite () converge.
k=1
2. Lafonction f : x— 7 x1+1 est continue et décroissante sur [7;2n], d'oll (en comparant série et intégrale, voir figure) :
A /3\
LY
| S
~e.
{ ! -
| i .
N | b e
n Nt {T;{\
FIGURE 2 — COMPARAISON SERIE-INTEGRALE.

1. (4n+1 2n 2n-1 1. (4n-1
—ln( =f dxsunsf dxz—ln( )
2 2n+1 n 2x+1 n-1 2x+1 2 2n—-1

Les deux gendarmes convergent et ont la méme limite % In2, donc uy converge et sa limite vaut % In2.

n-1 ) o)
3. up =Y (g1 —up)+up, dott €= lim up =Y (Upyy —ug) +ug, donc €—up =Y (ugy1 — uy) estle reste de la série convergente
k=1 oo k=1 k=n

1 ) s o 1 RN PN .

Y (Upesy = Up). OF Uy — U ~ 2B doul—uy~ kgﬂ Py d’apres le théoreme de sommation des ~.

L 1 1 = L
—<) —ws—7, — ~—,donc ¢ —up, ~
2n2 = 2, k3 T 2(n-1)2 kB3 2n? "

Or, en comparant série et intégrale, on obtient I'encadrement ﬁ.



Exercice 9 (Série télescopique & théoreme de sommation des équivalents). Soit la suite définie par ug €]0, 1] et, pour
tout neN, U, =sinu,.
1. Montrer que la suite (¢,) est convergente et que sa limite est nulle.
. Etudier la limite de W En déduire la nature de la série de terme général u>.

n

2
3. En étudiant In( u”“ 1), montrer que la série de terme général u? diverge.
4

. Al'aide d'un D. L determlner un réel a tel que u¥_ , — u;; converge vers une limite non nulle. En déduire un
équivalent de u;,.

1. Par récurrence, uy €]0,1] pour tout n € N. D'une part, la suite (u#y) est donc minorée (par 0). D’autre part, elle est décroissante :
Up+1 = Sinuy < uy pour tout n € N car sin x < x pour tout x = 0. La suite () est donc convergente car décroissante et minorée. Soit £ € R
sa limite.

La fonction sin est continue, donc ¢ est un point fixe : £ = sin#. Or 0 est 'unique point fixe de la fonction sin (pour le prouver, étudier la
fonction [0,1] — R, x — x —sinx). La suite («;,) tend donc vers 0.

2. Un développement limité fournit S8E=% = _ 1 4 5(1) donc Y2124 . 1 quand 1 — oo. car up — 0.
x3 3! u?,
On en déduit I'équivalence u% = —6(up+1 — Un) qui ne change pas de signe. Or la série télescopique ) (uy+1 — Uy) converge car la
h—+00

suite (1) converge. Donc la série de terme général u?, converge aussi.

Un+ly _ sinup sinup _ ; _ sinup—up
3. ln(—un )—ln(—un ) i 1_7%

série de terme général ln(u{“—’:l) =In(up+1) —In(uy). Celle-ci est télescopique et a donc la méme nature que la suite (In uy) qui diverge car
In(uy) — —oo car uy, tend vers 0..

~= % uf, qui ne change pas de signe. La série de terme général uf, ala méme nature que la

w 2 2
4. Deup P 0, on déduitle D.L. uy4+1 =sinuy = up — 3t +0(un) =up- (1 — % + o(u%l)) Par suite un+1 =u%-[1- af% + o(u%) . (A noter
— 00

o 3 A : a a _
(}ue uy estbien défini car up >0.) Donc uy | —uy = —

3.

(u%*%) tend vers une limite finie et non nulle si @ = —2. Cette limite vaut

-2

On a montré que u, 7

- u;z est équivalent a %, qui ne change pas de signe. Or la série }_ % diverge, donc les sommes partielles sont
n-1

_ — n 2 . ’ o
équivalentes (d’apres le théoreme de sommation des équivalents) : Z (”nil - unz) 70 3" Cette somme est télescopique, d’oit

-2 _ -2 3
Up“—uy“~3 I En divisant par n, Yo tend vers 3 Or uy, est positif, dou & \F tend vers f Donc un = A\ u

Exercice 10 (Formule de Stirling). Montrer que la série Y’ (—1)"In (1 + %) est convergente et que, pour tout p € N,

2ptl 1 2p+1)!
Z (-1)"In (1 + —|=2Inup, ot up = ——————. En utilisant la formule de Stirling, déterminer un équivalent
n=1 22Ppi2,2p+2
1
de uy, et en déduire que Z (-1)"Inf1 )= In2-Inm.
n=1

La suite In (1 + o ) tend vers 0 en décroissant, donc la série ¥’ (—1)" In (1 + %) converge d’apres le TSA. En séparant les termes positifs et négatifs :
2ptl 2q+1) & (2q+2 32x52x---x 2p+1)2
Y D ln(1+ ) T n ( q )—Zln( a )=ln( S xBpr ) )=2lnu,,
= = 2q ) ;= \2q+1 22 %42 x - x 2p)2 x 2p+2)

3x5x--x(2p+1) _2><3><4><5><6><-~-(2p)><(2p+1)_ @2p+1)!

2x4xx(2P)x\2p+2  [2xdx-x@p)|Px\2pt2  PR-22P-\/2p+2

En utilisant la formule de Stirling n! ~ (£)" v27n

(2p+1)2p+1\/2n(2p+1)( el )2 1 2 (2p+1)2p+1
~ X X .

en notant u p=

u X ~
P e2p+l pP\/2np 22p\/2p+2  eV2m 2p
2p+1)2P+1 1 2p+1 1
On leve la forme indéterminée:( P ) :e(zml)ln(HZF) — e.D'oltup — D’ou Z (=1) ln(l+ ) 2lnup — In2-Inm.
p—oo p—co \ﬁ o] p—oo

2p+1 1
Donc Z (-1)"In|1 + 2 In2 —Inz. C’est la limite de la sous-suite des sommes partielles de rang impair. Or la suite des sommes partielles

n=1

x 1
converge car on a montré que la série converge. D’ol1 la suite des sommes partielles tend vers In2 —Inz. Donc Z (-D"In (1 + f) =In2-Inn.
n=1 n



