LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 6 SEPTEMBRE 2025

D.S. N°1 DE MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures. Les calculatrices sont interdites.
Cet énoncé contient un exercice et un probléme.
On attachera un grand soin a la rédaction. En particulier, chaque résultat ou conclusion devra étre encadré.

On peut toujours admettre les résultats des questions précédentes pour traiter les questions suivantes.

— BEXERCICE — /' }

On note S Pensemble des suites (u,)n>0 telles que ug € Ry, u; € Ry et

YneN, Uppo= % (uyy +ul).

our chaque (z,y) € R%, on désigne par u(z, unique suite de S telle que ug = = et u; = y. Pour
P h y) € R désig y) uni ite de S tell t y. P
chaque A € R, on note Ey ensemble des couples (z,y) € R% tels que la suite u(z, y)_“cend vers /_\:f_sjl
) e . . La en _Aélo,-"l]
1. Pour chaque valeur du réel \, préciser si 'ensemble E\ est vide ou non vide. = A
2. Dans cette question, on suppose que : (u,) € S et (u,) vérifie la condition
(01) dN € N, UN 42 >max(uN,uN+1). d’;\/

/ . N P
/‘ sy (a) On suppose N fixé comme dans (Cy). Montrer,que un 42 > Uy +1 @’\;3 >Wn déduire que
(Un),> N1 €st strictement croissante. fecarrence o Lz lhj' /> A

/
Ay>  (b) Montrer que la suite (u,) ne tend pas vers 1.
(c) Montrer que la suite (uy,) tend vers +oo.

A
A (d) Etudier la limite de la suite u(2,0).
On admet que, de méme, si (u,,) € S et (uy,) vérifie la condition
(Co) 3N €N, unyo <min(uy,uny1),

alors (u,) converge vers 0.

3. Dans cette question, on suppose que la suite (u,) appartient & S, est non nulle et vérifie la condition

(C5) VYneN, min(up,tnt1) < Upto < Max (Up, Upt1) -
On suppose de plus que ug < ug.
(a) Montrer que, pour tout k € N, ug < -+ < ugp < Ugg1 < +-

est croissante, la suite (ugg+1) décroissante et Vk € N, ugg, < uopt1-
L (b) En déduire que la suite (u,) converge vers 1. c VA Tn i A

- < uy, autrement dit : la suite (ua)

On admet que, de méme, si ug > uq, alors (u,) converge vers 1.

A 4. Déterminer FEoUE]UFE, .
L 5. Montrer que 'ensemble A = {z € Ry | u,(2,0) — 0} posséde une borne supérieure s et que s € [1,2].
n—oo
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— PROBLEME —

Soit (uy),~; une suite de nombres réels non nuls.
=

On lui associe la suite des produits partiels (pn)n>1 définie par :

n
vn = 17 Pn = H Uk
k=1

On dira que le produit infini [ ] u,, converge si, et seulement si, la suite (p,),,~,; admet une limite finie non
=
nulle. On notera alors sa valeur :

o0

H up = lim p,.
n—oo

k=1

La partie I du probleme est constituée d’exemples.

La partie II établit des criteres de convergence en faisant intervenir des séries.

PARTIE I. Premiers exemples. 3

F-.——h ﬁ, & |?L-%__/1

I.Z(a) Montrer que, si le produit infini []u,, converge, alors la suite (un),, converge vers 1.

i N A

n c -
1
4 (b) Simplifier H (1 + k) pour tout n > 1. La réciproque de la question précédente est-elle vraie ?
k=1
A 2. Donner un exemple de suite (u,),,>, de réels non nuls telle que la suite (p,),,-, converge vers 0.

n

1 ,
A 3. Simplifier p,, = 1 — —— | pour tout n > 1. Etudier la limite de la suite (pn),~;-
Loy >

4. Soit x un réel.
0,: (a) Simplifier (1 — 2?) H (1 + ka) pour tout n > 1.
k=1
/ i . .. . ok
0,y (b) On suppose que |z| < 1. Etudier la limite de H (1 +x )
k=1
5. Soit 0 €] — 7, 7].

0\ T 4 1
A (a) Montrer que : sin (2n> ~kl:[100$ <2k> = om sin § pour tout n > 1.

0
./( (b) En déduire que le produit infini H cos (2n> converge et déterminer sa valeur en fonction de 6.

9’:0 cz{ %10 ol(



PARTIE II. Criteres de convergence. /‘ 9
-

On suppose dans cette partie que la suite (u,),~, est strictement positive et on pose, pour tout n > 1,
en = Uy — 1.

1. J(a)

Montrer que le produit infini []w, converge si, et seulement si, la série > In(u,) converge.
Quelle est la nature du produit infini [] {/n?

On suppose dans cette question que €, ne change pas de signe. Montrer que le produit infini [] u,
converge si, et seulement si, la série > &, converge.

Pour quelles valeurs du réel a > 0 le produit infini ] (1 + ,%a) converge-t-il 7
-~

.- . [2FY
Montrer que le produit infini ] (1 — ﬁ) con{r/erge et que, pour tout n > 1,
n
1 2 1)(2n)!?
4k2 42npld
k=1 - ~
'
En utilisant la formule de Stirling n! ~ (%)n v 2mn, déterminer la valeur de ce produit infini.

On suppose dans cette question que la série Y &, converge. Montrer que le produit infini [] u,
converge si, et seulement si, la série > e2 converge.

4 A 2n k+1
&9 n -1
Quelle est la nature du produit infini 1+ (GOl ? Simplifier po,, = 1+ L pour
k

n
o k=1
tout n > 1 et conclure.”” )

4. On suppose dans cette question que la série > |e,,| converge.

Montrer que la suite des produits partiels (pn)n21 est bornée.
Montrer que la série  (p, — pn—1) est absolument convergente et en déduire que la suite (py),,>,
converge.

s N e
0)% L . B 1 AN
Montrer que — — 1 ~ —¢,, et en déduire que la suite des réels H — converge.
Uy, Uk
k=1

Montrer que le produit infini []w, converge.

oo n

On rappelle que, pour tout = € R, la série > —fj converge et ¥ = E —.
' n!
n=0

2

T
Montrer que, pour tout réel x positif, [e* — 1 — x| < ?e“.

En déduire que, pour tout réel z positif, le produit infini [ (1 + £) e~*/™ est convergent.



