LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 6 SEPTEMBRE 2025

CORRIGE DU D.S. N°1 DE MATHEMATIQUES

— EXERCICE tiré de Centrale Math 1 M 1989 —

1. Soit A € R : si u, tend vers A, alors A = %()\2 +A?%) d’apres la relation de récurrence, d’ott A — \? = \(1 —
A) = 0, donc A € {0;1}. Pour tout A € R\{0; 1}, ’ensemble E est donc vide. La suite (0, 0) est constam-
ment égale & 0 et tend donc vers 0, donc 'ensemble Ey n’est pas vide. De méme, u(1, 1) appartient & Fy qui

2.

n’est donc pas vide. En conclusion : | ’ensemble E est non vide si, et seulement si, A € {0;1}.

(a)

On suppose N fixé comme dans (C7). D’une part, un42 > un41 car uy4o > max (uy,Un41) par
hypothese. D’autre part, la relation de récurrence implique uni3 — uny2 = 3 (U3, o — u%) qui est
strictement positif car uyio > uny qui est positif. Donc uyy3 > unys.

Reste a montrer que u,41 > u, pour tout n > N + 1, par récurrence. On vient de prouver les
deux conditions initiales. Pour I’hérédité, on suppose que u, > tp—1 €t Upi41 > Up. AlOrs Uyqo =

1 (2 2V o 1 (02 4 .2 : s
5 (w2 +u2) >3 (u2 +uZ ;) =ups1. Donc| la suite (un)n>n+1 est strictement croissante.

Par I’absurde : supposons que la suite u tend vers 1. Alors u, < Up+1 < Upt2 < 1 pour tout
n > N + 1 par stricte croissance. D’olt upi2 = % (u2,; +u2) < u2 ;. Or u2,; < upqq car

Upt1 < 1. D00 Upyo < Upy1 : c’est absurde. Donc la suite u ne tend pas vers 1.

D’apres le théoreme de la limite monotone, la suite u a une limite : égale & +o00 ou égale a un réel
A. D’apres la question 1, A € {0;1}. Or A ne vaut pas 1 d’apres la question 2b et ne vaut pas 0 car

ug € Ry et u est strictement croissante. Donc la suite u tend vers +oo.

Siw=u(2,0), alors ug = 2, ug =0, ug = 2, uz = 2 et uy = 4. La condition (C}) est vérifiée avec

N =2.Donc| la suite u(2,0) tend vers +oc.

Montrons que, pour tout k € N, ug < -+ < ugg < Ugk+1 < -+ < up. Par récurrence : au rang k = 0,
c’est ’hypothese ug < up. Supposons la propriété vérifiée a un rang k. Alors usggo est compris
entre min(usg, Uggt1) = Ugg et max(usg, Usg+1) = uzk+1 d’apres la condition (C3), de sorte que
Ugk < Ugkt2 < Ugkt1. De méme, Usgyo < Usgkts < Ugkt1. Cecl prouve la propriété au rang k + 1.

Des inégalités de la question précédente, on tire que la suite (ugx) est croissante et majorée par
uy, donc convergente vers un réel a. Et que la suite (ugx+1) est décroissante et minorée par wo,
donc convergente vers un réel b. De la relation de récurrence, ugipi2 = 3 (u3,,; + u3;), il résulte
alors que a = 1 (b + a?). Et de ugpis = 5 (u3) 0 + U344 1), que b= 3 (a? +b?). D’oli a = b. Les
deux suites extraites (ugy) et (ugg41) ont ainsi la méme limite réelle a. Donc la suite u converge



vers le réel a qui appartient & {0; 1} d’apres la question 1. Or a # 0 par 'absurde : si a = 0, alors
ug = uz = 0 par positivité de ug et par croissance de la suite (ugg). D’ott u3 = 0 d’apres la relation
de récurrence. Alors u est la suite u(0,0), c’est absurde car la suite est supposée non nulle dans

cette question 3. Donc la suite u converge vers 1.

4. Si la suite est nulle, alors elle converge vers 0. Sinon, elle vérifie 'une des conditions (C1), (Cs) et (C3)

et tend donc vers 0, 1 ou +oo. Donc EoUF L UE =Ry xR,

5. L’ensemble A est non vide car u(0,0) € A. Et il est majoré par 2 car :
— d’une part, ug(2,0) k—> 400 d’apres la question 2d ;
—00

— d’autre part (cela se prouve par récurrence sur k), ug(z,0) = ug(2,0) pour tous x > 2 et k € N.

D’out ug(z, 0) k—> 400 par comparaison. Donc I’ensemble A possede une borne supérieure s car
— 00

c’est une partie majorée et non vide de R.

De plus, s < 2 car 2 est un majorant et s est le plus petit majorant. Enfin, si u = u(1,0), alors ug = 1,

up =0, ug = %, uz = %, Uy = 11—278 et us < min(us, uq). La suite u vérifie alors la condition (C3) et tend

donc vers 0. D’ou 1 € A, donc s > 1 car s est un majorant de A. Donc| s € [1,2].

— PROBLEME —
PARTIE 1. Premiers exemples.
1. (a) Pour tout n > 2, u,, = pfjl (ce quotient est bien défini car la suite u ne s’annule pas). Comme la

suite (pp),,~; converge vers une limite £ non nulle , v, — % Donc la suite u tend vers 1.
=

n—oo

n n
1 k+1
(b) Pour tout n € N*, H (1 + k) = % =n + 1 tend vers +o00, alors que la suite des réels
k=1 k=1

1+ %L tend vers 1. La réciproque de la question précédente est donc fausse.

pour chaque n > 1. Alors p,, = 2% converge vers 0.

N |—=

2. On pose Uy =




n n+1
B M k= 1)(k+1) | nt2 1
_U< k+1)) 11 k2 T2t l) e 2

k=2

4. Soit x un réel.

(a)

(b)

n k —+1
Par récurrence : 1 —z? (1 + 22 ) =1-2° pour tout n > 1.
k:l
“ 1
n+1
Comme |z| < 1, la suite géométrique (x2 i ) tend vers 0. Donc H (1 + 22 ) 5
pie n—oo 1 —

5. Soit 6 €] — 7, 7].

(a)

On rappelle la formule de trigonométrie sin(2p) = 2sin(p) cos(p) pour montrer, par récurrence,

1
que sin < ) H cos <2k> =on —sin§ pour tout n > 1 : au rang n = 1, c’est la formule de trigo

avec @ = 5. Pour lheredlte, on suppose la propriété vraie & un rang n — 1 :

sm< ) Hcos<2k) ~ sin (29) cos<20n> ﬁcos<29k> Orsin (&) -cos (&) = L sin (52)

n—1
1 11
d’apres la formule de trigo avec ¢ = 5. Et 5 sin <2n 1) H oS (2k) S9n 1 sin 6.

n
0
Si 6 = 0, alors le produit p,, = H coS <2k> vaut constamment 1 et tend donc vers 1. On suppose
k=1
f non nul : grace a 1’équivalent sin (29”) ~

on sait que le facteur sin est non nul a partir d’un

0
271 b 271
certain rang, ce qui permet de diviser par sin 5 dans la formule de la question précédente . D’ott

0
sin 6 3

Pn = 5 2] = () % tend vers % ;é 0. Dans les deux cas, p,, converge vers une limite
Y s1n b sin an

non nulle.

Donc le produit infini [ ] cos =% converge et sa valeur est cos
P [Teos 57 8 11 15i6=0

n=1

i 0 S0 i g £ 0
on —

PARTIE II. Criteres de convergence.

1. (a)

(b)

Comme Inp,, = >"}'_, Inuy, est la somme partielle de la série Y Inwu,, la convergence de la suite
(Inpn),>, est par définition la convergence de la série Inu,. (Ces logarithmes sont bien définis
car la suite u est strictement positive.) Par continuité des fonctions exponentielle et logarithme, la
suite (pn)n>1 converge vers une limite non nulle si, et seulement si, la suite Inp,, converge.

Inn
n

La série ) I“T” diverge car, pour tout n > 3, In {/n = > % qui est positif. Or la série Z%

diverge. D’apres le critere précédent, le produit infini [] ¥/n est divergent.




(a)

In (up) = In(1+4¢,) ~ €y, qui ne change pas de signe, d’ott les séries > Inwu, et > e, sont de

méme nature, donc | le produit infini [] u,, et la série Y &, sont de méme nature | d’apres la

question la.

Le critere précédent s’applique car n% ne change pas de signe, donc le produit infini [ (1 + n%)

converge si, et seulement si, la série de Riemann n% converge, c’est-a-dire si, et seulement si, a > 1.

Le produit infini [] (1 47112) converge d’apres le critere précédent, qui s’applique car —# ne

change pas de signe et la série Z converge. De plus,

n

ﬁ L H (2k—1)(2k+1)  (2n+1)(2n)1?
Pt 4k2 4k2 42

En effet, le produit [];_,(2k —1) =1 x 3 x -+ x (2n — 1) des n premiers entiers impairs s’écrit a
I’aide de factorielles : pour cela il suffit de le multiplier par 2 x 4 X - -- x 2n = 2"n! afin d’obtenir
(2n)!. Et comme [[;_;(2k+1) = 2n+1)[[,_,(2k —1) = (227:2;, on obtient bien la formule

2 1 !2 4n 4n
(2n +1)(2n) o 2n (2n)*drn e N g Donc
42nn!4 24n e4n 7’7/4”(27'('71)2 T

indiquée. D’apres la formule de Stirling,

)2

n=1

Par développement limité, In (1 +¢,) = ¢, — %5% + 0( ) douIn(1+e,) —e, ~ —%5% qui ne
change pas de signe. Les séries >.¢2 et > (In(1+¢,) — &,) sont donc de méme nature. Comme la

série Y e, converge, la série Y In(1 + &,,) est de méme nature que la série > (In (1 +&,) —€p).

( 1)n+1 (_1)7L+1

Le produit infini [] (1 + ) converge |car les deux séries ) et 3 -5 convergent.

De plus,

2n
(—1)F+1 2 1\ /4 3 2n 2n — 1
n = 1 — — — — —_ e :1
b2 H<+ K 17°2)\3%1) 7\ an—1" "

k=1

pour tout n € N*. La suite (pa,) converge donc vers 1. Or c’est une suite extraite de la suite
(prn) et la suite (p,) converge car on a prouvé que le produit infini converge. On conclut que

le produit infini vaut 1.

Par I'inégalité triangulaire, |1 4+ ;| < 1+ |ex|, donc
n oo
pal < TT 1+ Jenl) < H (L +[exl) = M
k=1 k=1

ol le produit infini converge d’aprés le critére de la question 2a, qui s’applique car |e,| ne change

pas de signe. On en déduit que la suite (pn)n>1 est bornée par M.




(b)

0 < |pn —Pn-1| = |pn-1 (un = 1)| = |pn—1llen] < M |e,| pour tout n > 2. Il en découle que la
série > |pn — pn—1| converge. La série Y (pp, — pn—1) converge donc absolument. Or cette série

télescopique est de méme nature que la suite (pn)n>1. Donc | la suite (p,,) converge.

1% —1= === oru, =1+¢, tend vers 1 car &, tend vers 0 car la série ) ¢, converge. D’olt
n n

1 1

— — 1~ —g,,donc |— — 1| ~ |e,].

Un Unp

. - (. 1 .
Or |e,,| ne change pas de signe et la série Y |e,| converge, donc la série E — — 1| converge aussi.
Un

n
1

Or L =1+ (l% - 1), donc la suite des réels H — converge d’apres la question 4b.

n n uk

k=1
On a prouvé a la question 4b que la suite des produits partiels p,, est convergente : soit A € R sa
limite. Il reste & montrer que A # 0.
n

1
D’une part, p, - H = 1 pour tout n > 1; d’autre part, la suite des réels []}/_, i tend vers un réel
k
k=1

p d’apres la question 4c. D’ott A-pp = 1, donc A # 0. En conclusion,| le produit infini [] u, converge.

Soit « un réel positif :

o0 n o0 n 2 o

- _ | x T 2z" xQOOx"_me
=1l =) = ST i S T e w — 7
n=2 n=2 n=0 n=0

La derniere inégalité découle du fait que 2(n!) < (n+2)! pour tout n € N.

Soit x un réel positif : d’apres l'inégalité précédente, pour tout n € N*| ’e"’”/” -1-2|< %ew/”.

D’ot1, en multipliant par e~*/™ qui est positif :

72

< .

X
1 (1 f) —a/n
‘ +n ¢ 2n2

Or la série > % converge, d’ou la série ) |1 — (1 + %) e*$/"| converge aussi.

D’apres la question 4d, le produit infini ] (1 + %) e~®/™ est convergent.




