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Exercice 1 (Nombres complezes). Soient un réel 0 fixé de sorte que sing # 0.

Soient les deux suites (C,)nen €t (Sy)nen+ définies par

Cp = Zcos(k‘@) et S, = Zsin(k:@).
k=0 k=0

1. Pour chaque n € N*, montrer que
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et en déduire que la suite (C),) est bornée.
2. Montrer que, pour tout n € N*|
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et en déduire que la série Z %

est convergente.
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Or la valeur absolue |Cy| du réel C,, est inférieure au module du complexe |Cy, + iSp| = \/C2 + S2, d’ou la suite |Cy,| est

majorée par la constante | ,1 5 B donc la suite C), est bornée.
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2. C’est un télescope :
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D’une part la série > % est absolument convergente car % =0 (1%2) car la suite C} est bornée. D’ou la suite

n
Ch c
de sommes partielles E —————— converge. D’autre part la suite —2
’ = k(k+1) & P et

C'), par une suite %H tendant vers zéro.

tend vers 0 car c’est le produit d’une suite bornée

cos(k0)

n
On en déduit que la suite des sommes partielles E converge car c’est la somme de deux suites convergentes.

k=1
Donc la série > %kke) converge.

Exercice 2. Soit, pour chaque n > 2,

1 n
an:/ x dz et bnzlnin.
o 1+a+---+an!

1. La série Y b, est-elle convergente ?

1 n
2. Calculer, pour tout n > 2, /0 W dx.

3. Quelle est la nature de la série > a, ?
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_ I N _ 1 1 . 4.
w32 ey r =372 n—) 0. D’ou b, = 0 <n3/2> . Or 572 he change pas de signe et la série

1 . )
> —375 converge. Donc la série >~ by, converge aussi.

1. by, =

2. On pose le changement de variable u = ™11, qui est bien de classe C! de [0,1] vers [0,1] :

/1 il d ! /1 ! d L (4 (n— Dwt = b
T = u = n n —1)u)]; = bn.
o 1+ (n—1)zntl n+lJog 14+ (n—1u n? —1 o=
3. Pour tout z € [0,1], z > --- > 2" > 2"t dott 1 + x4+ - -+ 2" 1 > 14 (n—1)z”T! > 0.
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D’ou 0 S 1+m+~}+.'1:"_1 S 1+(n—11)zn+1 . Donc 0 S Qan S ‘/0 m dx par croissance de l’intégrale.

Autrement dit : 0 < apn, < by, Or la série > by, converge. Donc la série Y a,, converge aussi.

Exercice 3 (Les séries de Bertrand).
Soient « et 8 deux réels strictement positifs.

nOé
1. La série —— est-elle convergente 7
2;2 (Inn)B

2. On suppo;e que a > 1.

1
(a) La série 7;2 e ) est-elle convergente ?

Inn)?
(b) La série Z (nia) est-elle convergente ?
n>2
Inn)?
3. On suppose que a < 1. La série E % est-elle convergente 7
n
n>2

4. On suppose que a < 1. La série Z = est-elle convergente 7
n

1
= (Inn)s

1
est-elle convergente 7
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5. (a) La série Z
n>2

1
(b) Pour quelles valeurs de § la série Z A

(Inn)? converge-t-elle 7
n
n>2



@
. La série > (I:W diverge (grossierement) car la suite 7 ne tend pas vers zéro.
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(Inn)
. On suppose que a > 1.

0< 1 <L
(a) La série 3 ﬁ converge car - 1”"‘(1" n)f = n
n®(lnn) Z Loy
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(b) a =1+ 2h, avec h > 0. D’ou 42?.?2% A(If:;) _ n11+h < nl%i—h a partir d’un certain rang. Or la série > nla—h cv.

- Inn)P
Donc la série > (r;iﬁ) converge.
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. On suppose que a < 1. La série <1" ") diverge car { % dZ e 20
v
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. On suppose que a < 1, d’ot « = 1 — h, avec h > 0. Alors > = a partir d’un certain rang. Or la

1
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série > % diverge. Donc la série Y 7 diverge.
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(a) Soit la fonction f :]1,+oco[— R, z —

zlnz’
La fonction f est dérivable et sa dérivée f/'(z) = — (iﬁf;; est négative, donc f est décroissante.
1 1

/ dx:/fdu:lnu:ln(ln:p)

rzlnx u
par le CDV v =Inz (du = %dm)

N 1 N+1
On compare série et intégrale : Sy = Z > / dz = In(In(N+1)) —In(In 2). Or In(In(N +1))
n:2nlnn 2 zlnz N—o0

+o0.
D’ou Sy —) ~+00. Donc la série Y nlnn diverge.

(b) On suppose que B < 1. Alors 0 < Or la série Y

diverge d’apres la question précédente. Donc

nlnn S n(lnn)fj nlnn

la série Y 75 est divergente.

On suppose que 3 > 1. Soit la fonction g : |1, +oo[—> R, 2 — ———
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par le CDV v =Inz (du = %) On compare série et intégrale :

La fonction g est dérivable et sa dérivée ¢'(z) = est négative, donc g est décroissante.
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de N. D’ou la suite Z _ des sommes partielles est croissante et majorée. Donc la série ), —————
<n_3 n(lnn)? > N n(lnn)f

converge.



