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FEuiLLE DE T.D. A

Arithmétique, polynomes & structures

Exercice 1. Soit l'intervalle I =] — 1, +1[. Pour chaque (z,y) € I?, on définit le réel
TrY = Tty
1+ 2y

1. Montrer que, pour tout (x,y) € I?, xxy € I.
2. Montrer que (I, %) est un groupe commutatif.
3. Soit a € [0, 1[. Vérifier que A = [a, 1] est stable par la loi *.
L’ensemble (A, *) est-il un sous-groupe de (I,x*)?
4. Montrer que la fonction th : R — I est bijective et déterminer Pexpression de sa réciproque th™?.
5. Montrer que th est un isomorphisme du groupe (R, +) vers le groupe (I, ).

Exercice 2. Soit A un anneau commutatif non réduit & {04}, soit x € A. On dit que x est nilpotent si
dneN, 2" =04.

Montrer que :

1. si x est nilpotent, alors x n’est pas inversible mais 14 — x est inversible.
2. ensemble des éléments nilpotents de A est un idéal de A.

Exercice 3. Soit A un anneau commutatif. Si I est un idéal de A, alors on note
VIi={zeA|IneN z"ell

1. Montrer que VT est un idéal de A et que I C /1.
2. Soient I et J deux idéaux de A. Montrer que :
(a) INJ est un idéal de A;
by IcJ = VICcVIJ;
(c) VINJT =VInVJ.

3. Montrer que VT = /1.

Exercice 4. Soit n un entier naturel non nul.
1. Ecrire le cycle (1,2,3,4) comme la composée de transpositions de la forme (1,7), ot i € [1,4]. Votre
solution est-elle unique ?
2. Soient x et y deux éléments distincts de [1,n]. Soit la permutation f = (1,z) o (1,y) o (1,z). Calculer
f(2) pour chaque z € [1,n].
3. Montrer que toute permutation de [1, n] est la composée de transpositions de la forme (1,4), ou ¢ € [1,n].



Exercice 5. Soit n > 2 et le cycle ¢ = (1 2 ... n—1 n) Déterminer toutes les permutations o de S,
telles que coc=coo.

Exercice 6 (Résultant de deux polyndémes). Soient deux polynomes P = X2 +aX +bet Q = X2 +cX +d de
C3[X] et le déterminant

A(P,Q) =

oSO =9 o
—Q o O
O = 0o
— 0 QO

1. Montrer que A(P, Q) = 0 si, et seulement si, il existe deux polynémes U € C;[X] et V € C;1[X] non
tous nuls tels que UP = V Q.

2. Montrer que P et @ ont au moins une racine commune si, et seulement si, A(P, Q) = 0.

Exercice 7. On note I' = {0, 1}, I'[X] l'ensemble des polynémes dont les coefficients appartient & I' et T',[X]
I’ensemble des polynomes de I'[X] dont le degré est inférieur ou égal a n.

1. Quel est le cardinal de T',,[X] ?
2. Montrer que, pour tout P € I'y,[X],

4P —1 4+l 1

-2 <P(-2)<
<P(-2) <

3. Soient P, Q € I'[X] tels que P(—2) = Q(—2). Montrer que P = Q.
4. Montrer que, pour tout N € Z, il existe P € I'[X] tel que N = P(-2).

Exercice 8 (Nombre de diviseurs d’un entier — oral X ENS PSI 2011).

Soient un entier n € N* et la matrice A,, = (ai ;)1<i,j<n définie par : a; ; = 1 si i|j et zéro sinon.

1. Montrer que a;1 + a;2 + -+ + a; , est égal a la partie entiere de 7.
2. Soit s, la somme des n? éléments de la matrice A,,. Déterminer un équivalent de s,,.

3. Soit d,, le nombre des diviseurs de n. Montrer que dy + --- + d, ~ nlnn.

Exercice 9. Montrer que, pour tout entier p premier supérieur ou égal a 5 :

24 | (p* —1).

Exercice 10. Soient (a,b) dans Z? et n dans N* tel que que pged(a,b) = 1. Montrer que :
1. pged(a +b,a —b) € {1;2};
2. pged(a? +b%,a+b) € {1;2}.



