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Exercice 1 (Racines carrées d’une matrice). Soient E un R—espace vectoriel de dimension 3, (e, €2, e3) une
base de F et f endomorphisme de E représenté, dans la base (eq, e, €3), par la matrice

1 0 0
A=1|1 2 1
2 -2 -1

1. Déterminer, si elle existe, une base (u,v,w) de E dans laquelle la matrice de ’endomorphsme f s’écrit
0 0 -3

B=|0 1 4

0 0 1

2. On suppose que g est un endomorphisme de E tel que g o g = f. On note N la matrice, dans la base
(u,v,w), de cet endomorphisme g. Montrer que
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3. Déterminer toutes les matrices carrées N telles que N? = B et en déduire toutes les matrices carrées M
telles que M? = A.

flw)=0g L
1. Soit (u,v,w) une base de E : [f](y,v,w) =B <= { f(v)=v Lo
flw)y=-3u+4v+w L3

0 0
):(O) = /] = ():y(l) > u=y(e2 — 2e3)
0 —2

(*%) De méme, Ly <= Jy € R, v =1y(e2 — e3).
(% * %) On choisit u = ea — 2e3 et v = e2 — e3. Soit w = wez + yea + ze3 :

T 0 0 T Ty +z=1 =
Ly < <— A-|y|=-3|1|+4 1 |+ |y| = Y <~
e _9 _1 e 2r — 2y — 2z =2 z=—y

On choisit w = e;.

(%) Soit u = we1 + yea + ze3 :

L1<:>A-(
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On vérifie que la famille (u,v,w) = (e2 — 2e3,e2 — e3, e1) est libre. On a ainsi obtenu une base dans laquelle la matrice de
f est B.



2. On suppose que go g = f.

Les endo. f et g commutent car fog = (gog)og=go(gog) = go f. D’ou le sev Ker(f) est stable par I’endo g (&>
proposition 16 du chapitre II). Or u € Ker(f) d’aprés Li. D’ou le vecteur g(u) appartient aussi a Ker(f).

Or Ker(f) = Vect(u) d’apres () & la question précédente. Il existe donc A € R tel que g(u) = Au. Dot 0 = f(u) =
gog(u) = g(hu) = Ag(u) = A\2u, d’ott A2 = 0, donc A = 0. Finalement g(u) = M = Ou = 0, ce qui prouve la premiére
colonne de la matrice V.

De méme : les endo. f —id et g commutent, d’out le sev Ker(f — id) est stable par ’endo g. Or v € Ker(f — id) d’apres
(%), d’out g(v) € Ker(f —id). Or Ker(f — id) = Vect(v) d’apres (*x*). Il existe donc A € R tel que g(v) = Av. En notant x
ce réel A\, on a prouvé la deuxieme colonne de la matrice V.

La troisieme colonne de la matrice N ne réclame aucune preuve.

2 =1
0O 0 sy 2 1
3. Oncalcule N2 = |0 22 azt+yt]|.DoaN2=B « {7/ <~ (z,9,5,t) € {(1,1,2,-3); (=1, —1,-2,3)}.
0 o0 2 (z+y)t=4
sy =-—3

Enfin M2 = A <= gog=f <= N? = B en changeant de base. Or N = P~ M P d’aprés les formules de passage, en
u vow

el 0 0

notant P = eo 1 1

1

0 | la matrice de passage de la vieille base (e1, ez, e3) vers la nouvelle base (u,v,w). Son
es -2 -1 0

0

0

1

-1 -1
inverse est P~ = /... / = 2 1 ] . Donc
0 0
0 0 2
M?=A < M=+P[|(0 1 -3|Pl=x/.../.
0 0 1

Exercice 2 (Un endomorphisme défini par une intégrale impropre).

1. Justifier que ’ensemble E des fonctions continues et bornées de R vers R est un espace vectoriel.

2. Soit une fonction f € E. On pose, pour tout = € R,
“+oo
e(f)(e) = [ e flu)du.

x

Montrer que la fonction ®(f) est bien définie, qu’elle est bornée, qu’elle est dérivable et que sa dérivée
O(f) est égale & O(f) — f.

3. Justifier que l'application ® : f — ®(f) est un endomorphisme de E. Est-il injectif ? surjectif ?
4. Déterminer toutes les fonctions f dans E telles que ®(f) = f.

5. Pour quelles valeurs du réel A I'équation ®(f) = \f posséde-t-elle une solution non nulle dans E ?

1. L’ensemble E des fonctions continues et bornées de R vers R est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel CO(R,R) car
la fonction nulle est continue et bornée et car toute combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée. En effet : si

<M
300, 8) € B, v e B, § NS dlors Vi € R, af(@) + Ba(e)] < Jall (o) + 81la(a)] < lal M + 81N
2. La fonction ®(f) est bien définie car l’intégrale impropre f;oo e " f(u)du converge. En effet, 3IM € R, Vt €

—+oo

R, |f(t)] £ M. Dou le *f(u)] < Me™* pour tout u > 0. Or intégrale / e~ “du converge. Donc lintégrale
x

f;oo e~ " f(u) du converge absolument.



D’apres 'inégalité triangulaire, |®(f)(z)| =

+o0 oo oS}
e’”/ e_tf(:c—&-t)dt‘ Sex/ |e_"f(u)\du§e“'M/ e % du = M pour
0 0 0

tout réel x. Donc la fonction ®(f) est bornée.

e = ([ e au— [Met ) = o (- G,

+oo z
en notant K = / e “flu)du et G : ©— / e~ " f(u) du une primitive de la fonction continue v — e~* f(u). Par
7 7

suite, la fonction ®(f) est dérivable en tant que produit de fonctions dérivables. De plus,

vz R, O(f)(x) =" (K — G(x)) +e” (0 - G'(2)) = ©(f)(x) — f(x)

car G'(z) = e % f(z). Donc ()Y =2(f) - f.

. D’une part, 'application ® est linéaire; d’autre part, ®(f) appartient & E pour tout f € E. En effet, la fonction ®(f) est
continue car dérivable d’apre la question précédente. Et elle est aussi bornée d’aprés la question précédente.

Donc ® est un endomorphisme de E.

Soit f € E. Si la fonction ®(f) est nulle, alors elle est constante et sa dérivée ®(f)" est donc nulle. Or ®(f)' = ®(f) — f

d’apres la question précédente. D’out f = 0. Donc Ker ® = {0g}. D’ol I'application linéaire P est injective . Mais

® n’est pas surjective car la fonction  — x siz € [0,1], 2 —x si € [1,2], O sinon est continue et bornée, et

appartient donc & E. Mais n’est pas dérivable et n’appartient donc pas Im & d’apres la question précédente.
. ANALYSE : Soit f € E. Si la fonction ®(f) = f, alors ®(f)’ = f’. Or ®(f)’ = ®(f) — f. D’ou f’ = 0. Donc la fonction f est

constante

“+ oo

SYNTHESE : Si f est constante, alors 3K € R, Vt € R, f(t) = K. D’ou Vz € R, ®(f)(z) = / Ke~tdt = K. Donc
0

o(f) = f.

CONCLUSION : ®(f) = f si, et seulement si, la fonction f est constante.

. Des deux questions précédentes, il résulte que 0 n’est pas une des ces valeurs et que 1 en est une. Soit maintenant un réel
A—1
A € {0;1}. Si ®(f) = Af, alors ®(f) = Af’ et, de (f) = ®(f) — f, il résulte que A\f' = (A —1)f, d’ou f' = Tf

A—1
car A # 0. On résout cette équation différentielle : IK € R, Vz € R, f(z) = Ke x . Or A # 1, donc : ou bien K =0
(et alors f = 0), ou bien f n’est pas bornée (et alors f ¢ E). Dans les deux cas, la valeur A ne convient pas. Donc

I’équation ®(f) = A\f posséde une solution non nulle dans E ssi A = 1.




