Colle 04 Réduction 2

AUBRIL Matthieu

Exercice 1. Soit A, (C) I'ensemble des matrices nilpotentes. Pour M € N,,(C), on note d(M) son indice
de nilpotence.

1. Montrer que C[M] est de dimension d(M)
2. Montrer que I, + M est inversible, puis que d (2M + MQ) =d(M).
3. Montrer que M +— 2M + M? est injective sur A, (C). Est-elle bijective dans A,,(C)?



Solution 1.

1. Si A € M,(C), alors dimC[A] = degma = d. Car si P € C[X], P = waQ + R la division
euclidienne de P par wya. Comme xa(A) =0, on a P(A) = R(A), donc C[A] = C4_1[A]. De plus si
aoly + -+ ag_1 A%t =0, alors en posant P = Ef;ol a; X" est un polynoéme annulateur de A degré
< d; par définition du polynéme minimal, P = 0. La famille (I,,, ..., A% ) est libre. On en déduit
que dim C[A] = d. Par définition de lindice de nilpotence, d = d(M), ce qui termine la question.

2. On calcule (Ing+M)(Iy—M4+---+(=1)4 1M1 = [, +(—1)4"*M?¢ = I,,. Donc I,+M € GL,(C).
Pour tout k € N, (2M + M?)* = 2k M*(1, + Yk,

On a montré que I,, + % est inversible, donc M* = 0 si et seulement si (M +2M)F = 0.
On en déduit d(M) = d(2M + M?).

3. Soit A € N, (C). On résout 2M + M? = A avec M nilpotente. On a d(M) = d(A) d’aprés la
question 2/.

Analyse Montrons que M* = Py,(A) avec P € C[X] de coefficient de terme de plus petit degré 27%.
Pour k > d, on prend 27F x X*.
Si pour tout j >k, M7 = P;(A) avec P; vérifiant les conditions, alors

AP = (2M + M?)
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Et P, = 27k Xk — Zle (k)27iPk+,- est bien un polynome dont le terme de plus petit degré est

27k Xk, Comme A% =0, 07; peut supposer que pour k € [1,d—1], deg P, <d—1. On pose Py = 1.
Synthese Si A = 2M + M?, alors M = Py(A). On en déduit que M + 2M + M? est injective.
Pour la surjectivité : soit M € N'(C) d’indice de nilpotente d.

On considére Uapplication ¢ : Cq_1[A] — Cyq_1[A], M — 2M + M?>.

On cherche P tel que P(0) = 0 et 2P + P2 = X modulo X?. On trouve les coefficients de P par
récurrence. On retrouve Py et Pi(A) = M, ce qui montre la surjectivité de .



LEREMON Erwan

Exercice 2. On rappelle quune matrice M € M,,(C) est dite nilpotente si et seulement si il existe p € N*
tel que MP = 0.

Une matrice M € M,,(C) est dite idempotente si et seulement si il existe p € N* tel que MP = [,,. Si M
est idempotente on définit son indice d’idempotence par ind(M) = min{p € N* | M? =1I,}.

1.
2.

Question de cours. Soit M € M,,(C) nilpotente. Montrer que M"™ = 0.

Soient A, B € M,,(C) telles que A + tB soit nilpotente pour n + 1 valeurs distinctes de ¢ dans C.
Montrer que A et B sont nilpotentes.

Donner deux matrices A, B € M3(C) telles que Vt € C, A+ tB est idempotente, et AB # BA.

Soient A, B € M,,(C) telles que Vt € C, A + tB est idempotente. Montrer que A est idempotente
et B est nilpotente.

Soient A, B € M3(C) telles que Vt € C, A + tB est idempotente. Montrer que A et B sont
simultanément trigonalisables.

Indépendant de ce qui précede. Déterminer M € My (Z) idempotente avec ind(M) = 6.



Solution 2.

1.

Le plus simple est d’utiliser une trigonalisation, ce qui n’est pas au programme. Donc, si MPX # 0,
la famille (X, --- , MP~1X) libre et conclure.

Les coefficients de (A+tB)™ sont polynomiauz en t de degré < n, et possédent n+ 1 racines, donc
sont identiquement nuls. ¥Vt € C, (A+tB)™. En particulier (t =0), A™ = 0. De plus les coefficients
de t" sont ceur de B™ ((A+tB)" = A" +t..+ ...+ t"" 1. +¢"B"), donc B" = 0.

1 0 0 01 0

A= |0 4 0| (j estle compleze tel que j>=1) et B= [0 0 0] conviennent : (A+tB)3 =
0 0 j2 0 00

I, et B2 =0.

C n’est pas dénombrable, donc il existe d € N* et Z C C infini tels que Vt € Z, ind(A + tB) = d.
On se fize de tels d et Z. Alors (A +tB)? = A% + ... + tBY = I,, pour une infinité de t donc par
argument de polynome, A¢ = I,, et B4 = 0.

Par un changement de base on se raméne a B triangulaire. A = (CCL 2 et B= 8 8) En disant
par exemple que ¥Vt € C, |det(A +tB)| = 1, on obtient ce = 0. Sie =0, B =0 donc c’est bon, et
si c =0, A est triangulaire, donc c’est bon aussi.

XM est a coefficients entiers et unitaire. On voudrait que ses racines compleres soient racines
primitives 6émes de lunité. (X — e™3)(X — e~ /%) = X2 — X + 1 convient.

Si A= (ZL Z), onveuta+d=1etad—bc=1.a=1,d=0,b=1 et c = —1 conviennent.

Question supplémentaire (un peu répandu) : pour toute matrice idempotente M € Mo(Z), ind(M)
divise 12.



ONTEIRAL-DIAZ Tom

Exercice 3. Soient n > 2 et A € M,,(C) non nulle et non inversible.
a) Montrer qu’il existe p € N* tel que C" = Im (AP) & Ker (AP).
b) Montrer qu’il existe r € [1,n—1], 49 € GL,(C) et N € M,,_,.(C) nilpotente tels que A est semblable
N Apg | 0
0|N J°
¢) On suppose qu'il existe m > 2 et B € M,,(C) tels que A™B = A.
Montrer que AmB =A™ 1BA=... = BA™.



Solution 3.

a)

b)

Soit u l'endomorphisme de E = C™ canoniquement associé a la matrice A. On sait que A # 0 et
que A est non inversible (donc u n'est pas l’endomorphisme nul et u n’est pas bijectif ).

Considérons la suite de sous-espaces vectoriels suivantes pour k € N : I, = Im(u¥). On a E =
Ip 211 DI, D - 2 {0}. Puisque E est de dimension finie n, la suite des dimensions (dim Iy)r>0
est décroissante et minorée par 0. FElle est stationnaire a partir d’un certain rang. L’application
P ImuP — Imug, = ImuP, x — uP(x) est surjective entre deux deuzs espaces de méme dimension.
Elle est donc bijective. Son noyau vaut ker uP N Imu? = {0}.

Par théoréme du rang, la somme de leurs dimensions est dim E, on conclut que :

C"™ = Ker(AP) @ Im(AP)

Si A était nilpotent, p serait son indice de nilpotence. Si A n’est pas nilpotent, p est le plus petit
entier tel que rg(AP) = rg(AP+L)).

On utilise la décomposition de lespace E = Im(AP) @ ker(AP) de la question (b). Dans une base
adaptée a cette somme directe, les matrices de A et B s’écrivent :

- Ao 0 o Bl BQ
Abloc - ( 0 N) et Bbloc - (B3 B4>

ot Ao est la restriction inversible de A ¢ Im(AP) et N sa restriction nilpotente a ker(AP).

1. Analyse de I’hypothése A" B = A L’équation A™ B = A implique, en se restreignant au sous-
espace stable ker(AP), que la partie nilpotente N doit vérifier :

N"By=N
Cette égalité matricielle a une conséquence forte sur les espaces images :
Im(N) = Im(N™B4) C Im(N™)

Donc Im(N) = Im(N™), car Uinclusion inverse est vraie. Ainsi N™ =0, puis N = 0.

2. Détermination des blocs de B Maintenant que l'on sait N = 0, [’équation A™B = A en blocs

devient :
A6n 0 Bl Bg . ABnBl AgLBQ o Ao 0
0 0)\Bs By 0 0 “\0 0
On en déduit par identification, puisque Aq est inversible :

— AngliAo — BliAam+1
— AI'By=0 = By =0

A—m+1 0
La matrice B dans cette base a donc la forme 0 .
Bs By

3. Vérification de lidentité finale On calcule A™~*BA¥* en utilisant les formes par blocs (avec
N =0) pour k € {0,...,m} :

A=k g Ak _ APTR0) (AT 0 (AF 0) _ (AR 0\ [AF 0) _ (40 O
0 0 Bs ByJ\0 0 0o o0/\0 o0 0 0

On retrouve bien la forme par blocs de la matrice A. L’identité est donc prouvée.



